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HAUPTAUFSÄTZE 
Der Überfall über ein Wehr. 


Von AUGUST LAUCK in Pforzheim. |) 


(Aus dem Institut für angewandte Mathematik an der Universität Berlin.) 


n der l,ehre von der Bewegung tropibarer Flüssigkeiten gehören die Ausflußstrahlen 

und Wehrüberfälle zu denjenigen Erscheinungen, bei denen die Voraussetzungen der 

Eulerschen Bewegungsgleichungen in bester Uebereinstimmung mit der Erfahrung 
stehen. Allerdings ist die Auflösung dieser Gleichungen im Einzelfall nur möglich, wenn 
das Problem weitgehende Vereinfachungen für die mathematische Behandlung zuläßt. Bei 
den genannten Erscheinungen ist es wesentlich, daß längs des freien Strahls die Be 
grenzung der Flüssigkeit nicht mehr gegeben ist, sondern erst auf Grund der für sie 
geltenden Druckbedingungen errechnet werden muß. Für den Fall, daß die Bewegung 
zweidimensional ist, hat Helmholtz das Verfahren der konformen Abbildung aus der 
Funktionentheorie der Behandlung hydrodynamischer Probleme dienstbar gemacht und 
damit einen Weg gezeigt, auf dem man zu exakten Lösungen von Strablproblemen 
kommen kann. Klassisch geworden ist der von Kirchhoff‘) auf Grund dieser Methode 
behandelte Ausfluß aus einem unendlich langen schmalen Spalt im Boden eines unendlich 
eroßen Gefäßes. Die Berechnung der Strahlform führt zu einem Ausdruck, der nur 
elementare Funktionen enthält: das getundene Strahlbild selbst zeigt die Kigentümlichkeit 
des sich nach Verlassen der Vefinung zusammenziehenden Strahls, genau wie man es bei 
wirklichen Ausilüssen beobachtet. In den empirischen Formeln für die Ausflußmenge 
hat man von jeher dieser Erscheinung durch Einführung einer »Kontraktions- oder Ausfluß 
zahl« p < I Rechnung getragen, für deren Größe man fast ausschließlich auf Versuchs 
ergebnisse angewiesen war. Beim Kirchhoffschen Strahl ergab sich nun für diese Zahl 
der Wert $ — 0,611 in sehr guter Ülebereinstimmung mit der Erfahrung. Neuerdings hat 


‘) Von der philos. Fakultät der Universität Berlin angenommene Doktor-Dissertation des Verfasse 
Reterenten: Prof. Dr. v. Mises und Prof. Dr. Bieberbach. 
") Kirchhoft, Zur Theorie freier Flüssigkeitsstrahlen, ges. Abhandlungen, S. 416 
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2 lL,aucek, Der Ueberfall über ein Wehr Math. und M«ch 


v. Mises') das Helmholtz-Kirchhoffsche Verfahren für die Berechnung von Ausfluß- 
zahlen bei ebenwandigen Gefäßen verschiedener Gestalt mit beliebigen endlichen Ab- 
messungen ausgebaut. Auch hier deckten sich die errechneten Werte sehr gut mit den 
bekannten Erfahrungswerten. 

Indessen ist die mathematische Durchführung der Helmholtz-Kirchboffschen 
Theorie nur möglich, wenn man eine wesentlich vereinfachende Annahme machen darf, 
nämlich die, daß die unmittelbare Wirkung der Schwerkraft vernachlässigt 
werden kann. Tatsächlich ist diese Voraussetzung durchaus berechtigt, wenn der Strahl 
aus dem Boden eines Gefäßes senkrecht nach unten austritt. Die Schwerkraft wirkt hier 
nämlich in der Strahlrichtung und verändert die Ausflußgeschwindigkeit in nächster Nähe 
der Oefinung verhältnismäßig so wenig, daß sich dort das Strömungsbild des schweren 
Strahls bei nicht zu geringer Höhe des Wasserspiegels über der Oefinung stark dem Bild 
des schwerelosen Strahls nähert. Die Zusammenziehung des Strahls, auf die sich bei 
derartigen Aufgaben das Augenmerk richtet, spielt sich nun, wie man weiß, gerade in 
nächster Nähe der Oefinung ab. 

Ganz anders liegen aber die Verhältnisse bei seitlichem Austritt und bei 
Ueberfällen. Hier beeinflußt die Schwere von Anfang an die Gestalt des Strahles so 
bedeutend, daß von einer Vernachlässigung zunächst nicht die Rede sein kann. Merk- 
würdigerweise sprechen nun die Versuchsergebnisse dafür, daß die Ausflußzahl auch in 
diesen Fällen von der Schwere unabhängig sei. Mit Benutzung dieser Annahme hat 
v. Mises sein Verfahren auch auf seitlichen Austritt und ganz besonders auch auf Ueber- 
fälle ausgedehnt und weitgehende Uebereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Rech- 
nung und den bekanntesten und genauesten Versuchsergebnissen gefunden. 

Es ist nun gewiß von Interesse, durch tatsächliche Berechnung eines schweren 
Strahls auf mathematischem Weg nachzuweisen, daß die genannte Annahme zutrifit. Als 
praktisch wichtiges Beispiel hierfür bietet sich die Strömung über das unendliche hohe, senk- 
rer .tc und scharfkantige Wehr dar, und die vorliegende Arbeit stellt sich die Aufgabe, die 
Stranlform und die Ueberfallzahl eines solchen Wehrüberfalls auf den Grundlagen der klassi- 
schen Theorie idealer Flüssigkeiten, aber unter ausdrücklicher Berücksichtigung 
der Schwerkraft zu bestimmen. Entsprechend dieser Theorie wird man auf ein Problem 
der konformen Abbildung geführt. Um ihm beizukommen, wird im folgenden zunächst 
aus der partiellen Differentialgleichung /P = 0 mit ihren Randbedirgungen eine einzige 
nicht lineare Integrodifierentialgleichung gebildet, die nur Randwerte enthält, und diese 
unter Benutzung zeichnerischer Methoden durch Näherungsfolgen numerisch aufgelöst. Die 
so ermittelte Kontraktionszahl stimmt innerhalb der Genauigkeitsgrenzen des Verfahrens 
mit der Kirchhoffschen und mit der aus Versuchen bekannten überein. 


EVEEREEE HERREN, 1. Bisherige Lösungsversuche. Ueber die bisher 
FE bekannt gewordenen Ansätze, die den Wehrüberfall als 

- 4% schweren Strahl behandeln, ist nicht viel-zu sagen. Alle 

r re diese Untersuchungen müssen zur Umgehung der großen 

/ By x mathematischen Schwierigkeit, welche durch die Berück- 


Wer; sichtigung der Schwerkraft bedingt wird, besondere An- 
nahmen zu Hilfe nehmen, die zum Teil weit über die Vor- 
aussetzungen hinausgehen, welche den klassischen Glei- 

| chungen der Hydrodynamik zugrunde liegen. So ging 

Ä - Boussinesq‘) von der Anordnung der Abb. ı aus, die 

Abb. 1 an das Bordasche Mundstück erinnert. Das Verfahren 
verwendet den, Impulssatz, benötigt aber außerdem noch 

einige besondere willkürliche Annahmen. Durch eine gewagte Voraussetzung dehnt 

Boussinesq das Verfahren auf eine ungebrochene lotrechte Wand aus. Immerhin sind 

die Ergebnisse ziemlich im Einklang mit der Erfahrung. 

Unter der Annahme, daß der,obere Strahlrand durch eine gewisse einfache Funktion 
dargestellt wird, führt Blasius’) die Lösung mit konformen Abbildungen durch. Allein 
der gefundene Strahl erfüllt an der unteren Begrenzung nicht die Geschwindigkeits- 
bedingung. Ueberdies ist auf diese Weise die Berechnung der Ausflußzahl kaum mög- 


) R. v. Mises, Berechnung von Ausfluß- und Ueberfallzahlen, Zeitschr. d. VDI 1917, S. 447 ff. 

“) Ph. Forchheimer, Hydraulik, Nr. 86. S. 306. 

’) Blasius, Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik, Zeitschr, f. Math. u, Phys. 58 
1910), & 90 bis 110. 
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lich, da die Stelle der Strömung, die mit dem Querschnitt am Wehr identifiziert werden 
soll, ganz unbestimmt bleibt. Der von Blasius gefundene Wert ist den Beobachtungen 
gegenüber viel zu hoch. 

Für den Fall, daß die obere Strahlgrenze zeichnerisch gegeben ist, kann man 
nach Forchheimer'!) und Runge’) die Strömung zeichnerisch darstellen. Die Ge- 
schwindigkeit jedes Randpunktes ist nämlich, wie wir später noch sehen werden, eine 
einfache Funktion der Höhe unter dem Oberwasserspiegel und ist somit bekannt. Durch 
Integration find-t man wie in Abschnitt 5 die Werte des Geschwindigkeitspotentials auf 
diesem Rand. Nach bekannten Verfahren?) kann man die nächst benachbarte Stromlinie 
zeichnerisch finden, so daß der Differentialgleiehung des Problems genügt wird. In dieser 
Weise fährt man fort, bis man eine Stromlinie findet, d'e sich einer passenden Wehrform 
nähert; diese wird dann die untere Begrenzung. Auch hier wird also das eigentliche 
Pıoblem des oben und unten freien Strahles nicht gelöst 


2. Das Problem als Randwertautgabe von JP—0. Die physikalischen 
Voraussetzungen des zu behandeluden Ueberfalls seien die folgenden: 


1. Eine unendliche Flüssigkeitsmenge (z. B. ein großer 
tiefer See) sei auf der einen Seite durch eine senkrechte FRE 
Ebene, das Wehr, begrenzt. Die scharfe obere Kante, die 
Wehrkrone, liege in der Entfernung H (Ueberfallhöhe) unter 
dem Seespiegel (Abb. 2). 
2. Die Fiüssigkeit sei nicht zusammendrückbar. 
3. Alle Teilchen sollen sich parallel einer festen 
Ebene, die senkrecht zur Wehrkrone verläuft, bewegen (ebenes ng, 
Problem). 2 
4. Die Bewegung sei zeitlich unveränderlich. 
Die Bewegung sei wirbelfrei. 
Die Reibung werde vernachlässigt. 
Aeußere Kräfte sind nur Schwerkraft und Luftdruck. 


Wegen der Voraussetzungen 2 und 5 folgt aus den Eulerschen Gleichungen die 
Bernoullische Stromgleichung, die besagt, daß längs einer Stromlinie 


> 











Non oa 


a 
rue ch 
29 Y 29 Y 


Darin bedeutet » die Geschwindigkeit eines Teilchens, A (positiv nach unten gemessen!) 
seine Tıefe unter dem Öberwasserspiegel, p den Druck und y das spezifische Gewicht. 
Aus 5. folgt dann, daß die Konstante für alle Stromlinien denselben Wert hat. 


Zur »Energiegleichung« (1) muß noch die sogenannte »Kontinuitäts- 
gleichung« treten. Da Punkt 5 auch das Vorhandensein eines Geschwiudigkeits- 
putentials P bedingt, so hat diese die einfache Gestalt: 

Ö?Pp O? pP 
dm? -- FT = AP= 0 . . . . . . . . . (2). 

Die Konstante der Gl. (1) bestimmt sich folgendermaßen: Weit oberhalb des Wehrs 
(nach Bazin schon in einer Entfernung 3 H) ist die Flüssigkeit praktisch in Ruhe; 
demnach ist dort an der Wasseroberfläche &% —= 0, Ao = 0 und m = pı, wo pı den Luft- 


druck bedeutet. Für die gesamte freie Begrenzung, für welche p = pı ist, ergibt sich 
‚2 


V 
daher — —h= 0, also 
29 v= V2gh u I er 6" (3), 
d. h. auf dem freien Rand ist die Geschwindigkeit eine Funktion des Abstands von der 
Spiegelehene des Oberwassers. Gl. (3) ist somit eine Randbedingung. Hierzu tritt noch 
eine weitere: 
IP 
en a Tr 
On 
die besagt, daß für die gesamte Begrenzung einschließlich der festen Grenze der 
Geschwindigkeitsanteil senkrecht zur Grenze verschwinden muß. 





) Siehe Anm. 2 auf S. 2. 

2) ©, Runge-Willers, Enzykl. d. math. Wiss II, 3, Heft 2, S. 165. 

3) ©. Runge, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen 1911, S, 431. — R.v. Mises, Theorie 
der Wasserräder, Leipzig 1908, S. 49 ff. 
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Bevor wir aber diese Ergebnisse zusammenstellen, ist es zweckmäßig, eine 
Dimensionsbetrachtung über die vorkommenden Größen einzuschalten. Da die Differential- 
gleichung (2) homogen ist, so folgt, daß jedes endliche Vielfache von P ebenfalls 
Lösung sein kann. Ist nun der Maßstab in der x,h Ebene durch Angabe der Ueber- 


fallhöhe 4 festgelegt, so liefert (3) die Beziehung zwischen diesem und dem von P, 
wenn man schreibt: 
OP 


v = = Vagh, 


8 


. P=V2g [Vnas . BETT RR SE (5), 


also 


wo ds das Bogenelement auf dem Strahlrand ist. 

Nehmen wir einmal an, P wäre diejenige partikuläre Lösung von JP— 0, welche 
zu der Strahlform mit der Ueberfallhöhe 1 gehört. Verändern wir nun alle Abmessungen 
des Strahls durch Multiplikation mit einer Konstanten 7, so ergibt !sich für einen ähn- 
lichen Strahl mit der Ueberfallhöhe X: 


Pu = H’hY2g SEEN Te ; 


Py ist also ein konstantes Vielfaches von P und genügt deshalb der Gleichung P =. 
Der ähnliche Strahl mit der Ueberfallhöhe 7 stellt also ebenfalts eine mögliche Strömung 
dar, d.h. alle Strahlformen sind einander ähnlich. Nach Bazins Strahlmessungen 
stimmt das gut mit der Erfahrung überein?!). 


Da P doch nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt zu werden braucht, so 


kann man noch weiter gehen und statt P den Wert P*—= -_— in die Differentialgleichung 


/ 
V2# 
einführen. Aus (5) wird dann 


P* — Be x — jr ds. 
V29 8, 


Durch diese Festsetzung wird an der Strahlform nichts geändert und P* muß 
wieder als konstantes Vielfaches von P der Gleichung /P = 0 genügen, gleichgültig wie 
groß g ist. Daraus folgt: Die Form des Strahls ist unabhängig von der Größe 
der Schwerebeschleunigung. Beobachtungen hierzu fehlen natürlich aus praktischen 
Gründen. Statt P* kann man, was auf dasselbe herauskommt, P schreiben und ver- 


einbaren, daß V2g=1 zu setzen ist. Die wahren P-Werte ergeben sich dann am 
Schluß durch Multiplikation mit V 2 y. 
Durch die Festsetzung Y2g = 1 nimmt die Randbedingung (3) die einfache Form 


OP : ’ . 
v— — Vn an, und es ist somit folgende Aufgabe zu lösen: 


8 


Gesucht wird eine Funktion P(x,h), welche der Gleichung JP=0 


n ıP ' a 
genügt und für welche längs der gesamten Begrenzung | — (0 ist. Die 


‘on 
feste Grenze ist gegeben: z=0; h=H. Die unbekannte freie Grenze ist 


(8) rg 
Ei YA wird. 


so zu bestimmen, daß längs ihr | 
U8 


3. Die konforme Abbildung beim Kirchhoffschen Ausflußstrahl. Der in 
der Einleitung erwähnte schwerelose Kirchhofische Ausflußstrahl führt auf genau dieselbe 
Differentialgleichung (2) und auf ähnliche Randbedingungen. Die Aehnlichkeit der beiden 
Probleme wird noch auffälliger, wenn man etwa den linken halben Ausflußstrahl der Ab- 
bildung 3a im positiven Sinn um 90 Grad dreht und mit Abb. 5a vergleicht. Man könnte 
dann im Falle von 3a geradezu von einem schwerelosen Ueberfall sprechen. Der Unter- 
schied liegt vor allem in der Verschiedenheit der Randbedingungen für die freie Grenze. 
Für den Ausflußstrahl folgt nämlich aus (1) für g = 0 ohne weiteres die Randbedingung 
v = konst. = I. Mit Rücksicht auf die teilweise Uebereinstimmung der beiden Probleme 


') Keller, Zeitschr. d. VDI Bd. 34 (1890), S. 883. 
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dürfte es sich daher empfehlen, den gedanklichen Inhalt des Helmholtz-Kirchhoiffschen 
Verfahrens kurz darzulegen. 

Die Gleichung (2) besagt, daß man das Geschwindigkeitspotential P als reellen 
Teil einer analytischen Funktion W (z) = P-+-i@ deuten kann. Die zugeordnete Funktion 
(, die »Stromfunktion«, ist dadurch gekennzeichnet, daß ihre Ableitung nach einer 
Richtung die hierzu senkrechte Geschwindigkeitskomponente liefert. Hiernach läßt sich 
Q so deuten: Die Linien Q — konst. sind Stromlinien, und der Unterschied der Q-Werte 


auf zwei solchen Linien mißt die in der Zeiteinheit zwischen ihnen durchfließende Wasser- 
. .. r OP 0Q 
menge. Wegen (4) ist für die gesamte Begrenzung — — (0, d.h. Q = konst., d.h. 


In O8 
die Randlinien müssen Stromlinien sein. 


Wenn wir vorübergehend —h=y setzen, so können wir die x, y-Ebene der 
Abb. 3a als Ebene der komplexen Zahl z= x -+iy deuten, und das Strahlbild der 
z-Ebene wird eine konforme Abbildung eines zwischen zwei Parallelen @ = konst. 
liegenden Streifens der W-Ebene. Vermittelt wird die Abbildung durch eine Funktion 
W (x), deren reeller Teil die gesuchte Funktion P(x,%y) ist. Damit ist die Lösung der 
Gleichung /P= 0 auf eine konforme Abbildung zurückgeführt. Die Schwierigkeit 
liegt nun darin, daß der gestrichelte Teil der Begrenzung in Fig. 3a nicht bekannt ist 


























v k ? 
z-Ebene | W-Ebene 
| ze, 
- u - | 
tt N | = =. -— — u 
A \ / 3 x 
\ | —_> —t> — P 
A 
| | [7A 444 23] 
Abb. 3a. Abb. 3b. 


Die. Lösung glückt nun beim Ausflaßstrahl auf folgende Weise: Diiferenziert man 


, : : . ” aWw : a : 
W nach z, so ist die Ableitung (| = wieder eine Funktion von : bezw. von W; in- 


dz 


folgedessen ist auch die Ebene der Zahl [ auf diejenigen von z bezw. W konform ab- 
bildbar. Das Bild in der [-Ebene ist aber nichts anderes als 
der sogenannte Geschwindigkeitsplan, den man erhält, wenn 
man vom Anfangspunkt der {Ebene aus für jeden in Frage 
kommenden Punkt der 2-Ebene die Geschwindigkeit nach 
Richtung und Größe (gespiegelt an der x-Achse) aufzeichnet. 
Nun ist längs der geradlinigen festen Grenzen die Geschwin- 
digkeit wohl der Richtung, aber nicht der Größe nach be- a 
kannt; für die freie Grenze ist infolge der Randbedingung 2 A 
v — 1 gerade die Größe, dafür aber nicht die Richtung gegeben. Abb. 4. 

Man sieht leicht, daß man demnach die Begrenzung des Bildes in 

der {-Ehene vollständig angeben kann: Es ist der Halbkreis der Abb. 4. Die Abbildung 
dieses Halbkreises auf den Streifen der W-Ebene ist nun exakt durchführbar, d. h. man 


kann die abbildende Funktion {(W) angeben. Da Ü = Er ist, so liefert die Integration 


dz 


schließlich die Funktion W (z). Ihr reeller Teil P (x, y) wäre dann die geforderte Lösung 
der Diiferentialgleichung IP = 0. Meist bestimmt man aber statt W(z) die Umkehr- 
funktion z(W). Sie lautet’) 

z(W) = 1 —e-W —Ve-2W—ı+aretgVe-?#—ı. . a; ; ° 


Trennung von reell und imaginär liefert zwei Gleichungen für © und y. Damit 
ist das Kirchhoffsche Ausflaßproblem vollständig gelöst. 






ATAHYSH LH 








I) Vergl. z. B. 6. Holzmüller: Ingenieur-Mathematik, II. Teil (Leipzig 1398), S. 287. 
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4. Die Integrodifferentialgleichung des Ueberfallproblems. Es fragt sich 
jetzt,” wie weit das greschilderte Verfahren für den Wehrüberfall brauchbar ist. Zunächst 
sehen die Bilder der z- und T’-Ebene etwa folgendermaßen aus (Abb. 5a und b): 
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Ahb. 5a und 5b 


Ueber die Konstanten ist so verfügt, daß auf der unteren Strahlgrenze Q—= (0 und 
an der Wehrkrone A das Potential P= 0 ist. Unsere Aufgabe kann jetzt so aus- 
gesprochen werden: Es ist diejenige analvtische Funktion :(W) gesucht, durch 
welche der Streifen der W-Ebene in das Strömungsbild der --Ebene ab- 
gebildet wird. (Abb. 5.) 

Den Geschwindigkeitsplan wie im vorigen Abschnitt zu zeichnen, ist aber hier 
bezüglich der freien Grenze nicht mehr möglich. Zwar sagt die Randbedingung, daß 
v—V-— ,y, indessen ist ja — y nicht bekannt, da der Strahlrand nicht gegeben ist. Es 
lieet deshalb der Gedanke nahe, zu versuchen, die abbildende Funktion z (W) auf un- 
mittelbarem Wege zu bestimmen. Zu diesem Zweck begrenzen wir die Bereiche in den 
beiden Ebenen rechts und links durch genügend weit gelegte Linien P=P, und P=P. 
Dann gilt für einen innerhalb des Rechtecks (Abb. 5b) gelegenen Punkt s der Integralsatz 
von Cauchy: at 


ee 


f $ 


wo mit ? die Randpunkte des Rechtecks bezeichnet sind, um dessen ganze Begrenzung 
das Integral zu erstrecken ist. Läßt man den Punkt s selbst auf den Rand rücken, 
wobei man ihn durch einen kleinen Halbkreis (bezw. Viertelkreis in den Ecken) aus- 
schließen muß, so findet man 


(— 2.2 DER De . a): 
IT? C—8$ 
In den Ecken B, C, E, F ist stets statt z der Wert - zu setzen. Setzt man 
[—8 o (st) und nennt die zugehörige Amplitude 9 (st) (Abb. 5b), so ist 
— dLn(t—s) = dlno (st) + id (st). 


In (9) eingesetzt und 2 x + :y geschrieben, ergibt: 


cs) Hiy(s)= I t) + iy(t | jd In o (st) + idV (st)|. 
Durch Trennung von reell und imaginär findet man, wenn man für y wieder —/ 
einlührt: A ae £ 
Te \s j« t) dv sy—|h ({) dIlno (st) . 2.12. AR 


\ 


“ 


his |x t)dino(st) + IM DERBR 2 .. (10b). 


Beide Gleichungen sind eine Folxrung aus JP= 0. Der Fortschritt besteht 
darin, daß in (10) nur Randpunkte vorkommen, über die wir durch die Randbedingungen 
etwas Näheres aussagen können. Tatsächlich wird es mit Hilfe derselben gelingen, x als 
Funktion von Ah auszudrücken, so daß eine einzige Gleichung, und zwar am besten (10b), 
für A (s) genügt. 
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Für die feste Grenze F'A ergibt sich nämlich ohne weiteres 
c(t) = 0, m FAT... PU EN: 2% Fe 


Auf dem freien Strahl, also auf AB und CE, ist @ konstant, also d=dP; 
deswegen läßt sich schreiben: 


d — 
U == us Vn; 
ds 
j ds\? dz\? dy\? 1 
hieraus iolgt: ( .) — (= ) u —: 1 
8 dt = +(5: Bu ah 


t 
1 dh (t)\? 
w‚ -/Y.;-( > ” 
längs AB. EP ni A NTRE t....o <p<P,Q=0) 
er WR ABSE PS A de) 


Was den rechten Abschluß BC angeht, so nähert sich der Druck im Innern 
des Strahls asymptotisch dem Druck am Rande, je weiter man sich vom Wehr entfernt. 
Für die Näherungslösung legen wir daher den Abschluß BC so weit weg, daß wir den 
Ueberdruck im Strahl vernachlässigen können. Wie weit man hierzu gehen muß, um im 
Rahmen der erreiehbaren Genauigkeit zu bleiben, wird auf Grund der Verhältnisse beim 
Ausflußstrahl sich abschätzen lassen. Dann gelten für BC dieselben Verhältnisse wie auf 
dem freien Rand, und man erhält somit wie vorhin: 

t 


(11b). 








c(t) = a! dt, längs BC (t....P=P,;0 <Q<w) (1le). 
B 
Der linke Abschluß EF. Infolge des en ft = __—___- 
radialen Zustroms müssen die Geraden durch ! Bine“ 
den Nullpunkt der z-Ebene die Asymptoten der \ En F a Wa ie 
Stromlinien sein. Die Linien gleichen Poten- N ee L EEE Pipe 
tials, die ja die Stromlinien stets rechtwinklig Near" DT In r 
schneiden müssen, werden also stromaufwärts \o ‚2 j a 
s . " . =. > ’7 / © 
immer mehr in Viertelkreise übergehen. Auch vr + / / N N 
werden wir aus der Formel des Ausflußstrahls ge .r PAR > 
einen endlichen P-Wert angeben können, so FR £ Y 2 
daß die zugehörige Potentiallinie für unsere en; xt) 
Zwecke mit genügender Genauigkeit durch | Den Fra _ 
einen Viertelkreis genähert werden kann. In RAus» 20 
Abb. 6 sei P=P: ein derartiger Abschlußkreis Y, 
mit dem Halbmesser &. .Dann ergibt sich, weil Abb. 6. 


Winkel FOT proportional Q ist, für Q = 0 ver- 


schwinden und für Q = w den Wert : annehmen muß, FOT= m, also 
u W 
c<()=— Rsin —S, längs EF (t....P=Ps0<Q<u) (11d). 
zw 


Setzt man (11a—d) entsprechend in (10b) ein, so erhält man eine einzige nicht 
lineare Integroaiiierentialgleichung für A. Somit ist unsere Aufgabe zurückgeführt 
auf die Lösung der Gleichung 


ah (s) -[x ddameld+[rl)a9 (sd), 


u =. 
wo die Integrale im positiven Sinn über die Grenzen des Rechtecks in der 
W-Ebene zu erstrecken sind, und wo für x(£) jeweils die in der Abb. 7 an- 
geschriebenen Werte zu setzen sind. 


. . . 7T . 
Zu erinnern bleibt noch, daß man in (10b) „— statt z setzen muß, wenn s eine der 


Ecken B, C, E oder F ist. 
Der Gedankengang zur Lösung von (10b) ist nun folgender: Man nimmt A 
näherungsweise als Funktion von ? an. Diese Werte setzt man auf der rechten 
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S l‚,auek, Der Ueberfall über ein Wehr Math. und Mech. 
hQ Seite der Integralgleichung 

Ä 7444+ 27) ein und rechnet für eine ge- 

1 di 4 c nügende Zahl von s-Punk- 
Sjar* ET of VE - (AP er I ten h(s) aus. Wenn diese 
I h \dt Eu h(s) mit den angenomme- 
< | 14 nen Werten von h(t) be- 
Q | Pa: reits übereinstimmen soll- 
x Ke— x(r):0 rt ten, 80 wäre die ange- 
F A Ss 3 >P nommene Funktion h(t) bis 
Abb. 7. auf einen konstanten Fak- 


tor die gesuchte Lösung. 
Im allgemeinen werden diese beiden Funktionen nicht übereinstimmen: dann wählt man 


als zweite Näherung eine Funktion, die zwischen den angenommenen und den errechneten 
Werten liegt und beginnt die Reehnung von neuem usw. bis die Differenzen innerhalb 
der Genauigkeitsgrenzen des Verfahrens liegen. Ein Konvergenzbeweis kann allerdings 
nicht gegeben werden. 


5, Die erste Näherung. Zur Beschaffung einer ersten Annahme für A(f) auf der 
freien Grenze wurde eine von Bazin') sorgfältig gemessene Strahlform herangezogen, 
die allerdings einer endlichen statt der von uns angenommenen unendlichen Wehrböhe 

oP Er - ; 
entsprach. Auf Grund der Randbedingung v — Ti Vn läßt sich das Potential de | hds 
zeichnerisch für jeden Randpunkt ermitteln °). Um eine passende Einheit für P zu 
erhalten, berücksichtigen wir, daß P und Q im selben Maßstab zu messen sind. Die 
natürliche Einheit für @ ist nun die in der Sekunde überfließende Wassermenge w. Diese 
ermittelt man am einfachsten möglichst weit stromabwärts durch Multiplikation der 
mittleren Geschwindigkeit mit der Breite des Strahls (Abb. 5a) 


we=BC y” + he 


(Gemeint ist immer die Wasser.senge zwischen der Zeichenebene und einer zu ihr parallelen 


Ebene im Abstand 1). Es empfiehlt sich, den Wert w, der im Falle 7=1 und Y2y= 
sich zu 0,452 ergibt, bei allen Rechnungen festzubalten und die zu ihm gehörige Strom- 
kurve zu suchen. 

Von A beginnend (Abb. 5a), wo man unter Verfügung über die Konstante für ? 


S 


den Wert 0 annimmt, integriert man das Potential P= N hds zuerst für den unteren 


“ 


Ö 
Strahlrand aus und trägt die Punkte, wo P=w, 2 usw. bis 6 ist, in die Stromkurve 
ein. (Zur besseren Zwischenschaltung wurden bei der Rechnurg die Punkte von 
[ZB 
4 
über und erhält CO (se). Von hieraus bestimmt man rückwärtsschreitend die P-Teilung 
für den oberen Rand. Da diese Einteilung mittelst der Randbedingung gefunden 
wurde, so liefert unsere Strahlkurve jetzt nicht nur zu jedem ?Z-Wert eine erste Annahme 
von Ahif), sondern gleichzeitig auch die zugehörigen Werte von x(f), die sonst nach 
(11b und c) zu berechnen wären. 

Für die oberen Randpunkte mit kleiner Geschwindigkeitshöhe (etwa für P< — w) 
versagt allerdings dieses Verfahren. Wir gehen hier anders vor. Würde alle Flüssigkeit 
im Punkte = 0, A= (0 abströmen, wie wenn dieser Punkt eine Senke wäre, so wären 
die Stromlinien gerade Linien durch den Anfaıng-punkt (0,0) und die Linien gleichen 
Potentials Viertelkreise um diesen. Die Geschwindigkeit wäre dann eine Funktion des 
Abstandes r von der Senke. Die in der Zeiteinheit über einen Viertelkreis strömende 
Flüssigkeit ist "„,zr- vir)= w; 

BP: I 


2w px 
woraus v(r)— - een as — P = —ınr+l. . . . (1). 
or ar 7T 


u R / . . 
zu ermittelt.) Dann geht man von B(6:) im Mittel senkrecht zum oberen Rand 


h Keller: Zeitschr. d. Ver. d. Ing. Bd. 34 (1890) S. 883, 


9%) Zeichnerische Verfahren der Integration und Differentiation sind beschrieben in Ene. d. math. 
Wiss. Bd. II, H. 2, Nr, 12 u. 14 und in Runge, Graphische Methoden, 
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z r 2 w 
Man kann C in der Form — Inr, ansetzen, wenn man unter vr, den Halbmesser des 
7T 


Viertelkreises versteht, für den P=0 ist; dann ergibt sich 
— rP 
DE N re 

Hinreichend weit oberhalb des Wehres muß diese Formel auch für den Ueberfall 
gelten, nur mnß man zuerst € oder 7, irgendwie bestimmen: denn über die Integrations- 
konstante für P ist bereits verfügt. Wir schließen nun so: Oberhalb des Wehres muß 
das Potential zwischen den 
Weiten liegen, die es hätte, K 
wenn einmal alle Flüssigkeit / 
im Anfangspunkt, das andere 
Mal in A abflıeßen würde. 
Diese Werte, die man aus (13) 
vorerst für Ü = 0 rechnet, 
trägt man als Funktion von & 
auf (Abb. 8). Hierzu die P- 
Werte, soweit man sie auf 
dem oberen Rand des Strahls 
noch einigermaßen bestimmen 
konnte. Die Diiierenz zwi- 
schen der zuletzt gewonnenen Abb. 8. 
Kurve und einem Mittelwert 
der beiden ersten ergibt einen Näherungswert fir ©. Aus diesem wurde dann vo = 0,718 
gerechnet. 

Den Abschluß links wählen wir bei = —2w; an dieser Stelle ergibt die 
Berechnung für den Kirchhoffschen Ausflußstrahl nur eine Abweichung von der Kreis- 
form um 1,7 vH der halben Oefinung, d.h. zeichnerisch ist die Linie P=— 2w kaum 
von einem Kreis zu unterscheiden. Für P= — 2 w liefert Gleichung (14) den Halbmesser Z2 
des Abschlußkreises: + 

en ee ii (15). 
Die x(t)-Werte wurden schon unter Gleichung (i1d) aufgestellt. Wir fügen hier noch die 
h-Werte hinzu: 

ct) = — Rsin udn. ‚ AÖ=R cos . 

2 w 2 w 

Als Abschluß rechts wähle ich die Linie ?,=6w. Beim Ausflußstrahl unter- 
scheidet sich an der entsprechenden Stelle (P = 37) die Randkurve des Strahls von seiner 
Asvmptote um etwa 0,00008. Die Stromlinien laufen also hier praktisch parallel, und der 
Ueberdruck im Innern kann als verschwunden gelten. 

So bliebe nur noch die feste Begrenzung übrig. Hier ist @= 0, und für A 
ist eine Annahme nicht nötig, weil h(s) ohne Benützung einer solchen aus der Integral- 
gleichung (10b) gerechnet werden kann; denn das zweite Integral von (10b) verschwindet 
für alle #-Punkte, die mit s auf derselben Rechteckseite liegen. 

Somit liefert für jeden 





> X 











h t...P=—2w; 0<Q<w). (16). 




















Randpunkt ? des Rechtecks 9 

(Abb. 9) von A über B, C, D N [AAY4H 29) 

bs — w die Bazinsche Z W D| C 
Strahlkurve eine erste Nähe- h | i F A 

rüng für A(t) und x(f); von 9 Ba ai Be 

— w bis E auf dem oberen v > Te | f s f L,? 
Rand kommt Ah wegen seiner /=-2w Du. Zu uw Zw Iw 4 SW Böw 
Kleinheit nicht mehr in Be- Abb. 9. 

tracht, während x(?) aus (14) 

für r—=— x gerechnet werden kann. Von E bis F gelten die Werte (16), und für aie 


feste Begrenzung FA ist = 0, und die A(t)-Werte können aus der Gleichung (10b) ge- 
rechnet werden. 


6. Die Ausmittlung der Näherungsfolgen. Aus der Integralgleichung (10b) 
habe ich h(s) für eine Reihe von s-Punkten gerechnet, und zwar wurden die Integrale 
durch Planimetrierung ausgewertet mit Ausnahme der Beiträge längs des linken Ab- 
schlusses Z&F\, welche rechnerisch ermittelt wurden, 


































er 
nn en 
EEE ER 





a Bl ee 





Diele 





ü \ i Ztschr. f, angew. 
10 Lauck, Der Ueberfall über ein Wehr Fr ge 





a 


a) Das Integral (z()a In o (st). 


ei 


sc(t) wurde als Funktion von In o (st) aufgetragen. ‚Nach Abb. 9 läßt sich nämlich e(s?) 
leicht für alle vorkommenden Fälle rechnerisch beliebig genau bestimmen, und die hieraus 
gewonnene ungleichmäßige Skala von In o(sf) kann aus Symmetriegründen für alle s-Punkte 
benützt werden (Abb. 10), wenn man den Anfangspunkt der Abb. 9 stets in den jeweiligen 
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I 
Abb. 10. Beispiel zur Berechnung von /x(t) dlno(st) für drei Punkte des unteren Randes. 








s Punkt verlegt. Eine Schwierigkeit entsteht nur in der Nähe des Punktes s selbst, weil | 

dort In e(st) negativ unendlich wird. Man bleibt beiderseits um denselben Betrag © von s 4 

entfernt (vgl. Abb. 11), wählt aber o so klein, daß man x(f) von — 06 bis + 0 als lineare ; 

Funktion @=aop +Db von o ansetzen kann. Dann wird ; 

+ +0 +9 | 
v fr ‘ 

frzane=[Ü ae=afae + vjame. | 

2 a i 


ui WE 


Die Integration muß entsprechend der Bemerkung im Ab- 
vv Amer schnitt 4 auf einem kleinen Halbkreis vom Radius e um s 








Insstndtuenie nk a L geführt werden. Die Beiträge des zweiten Integrals rechts | 
” bäRe Se. e sind von — o bis — € und von +8 bis + 6 entgegengesetzt | 
Abb. 11. gleich, der Beitrag über dem Halokreis verschwindet, so 

daß wird für & > 0: 
+9 
[zaıne - 2a m — —. 
+0 -o 


- 9 


b) Das Integral [nmaocst). 


Hier empfiehlt sich die Darstellung in Polarkoordinaten, wobei ®(s?) der Figur entnommen 
% werden kann (Abb. 12). Trägt man auf dem Fahrstrahl s? jeweils Von) auf, so liefert 
die Planimetrierung der entstehenden Kurve sofort den gewünschten Wert. (Aus zeichne- 
rischen Gründen wurden die verschiedenen s-Punkte alle in densclben Punkt verlegt, und 
das Rechteck wurde dafür entsprechend verschoben.) Diejenigen Teile, wo x und A sehr 
große Werte annehmen, wurden (auch schon beim vorigen Integral) gesondert behandelt: 
Die aufzutragenden Werte mußten verkleinert werden; statt dessen wurde ein Ausgleich 
durch Vergrößerung der Abszisse angestrebt, 
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Abb. 12. Beispiel zur Berechnung von /n () AP (st) für drei Punkte des unteren Randes 
R 


c) Die Beiträge am linken Abschluß EF: 


Macht man s zum Äniangspunkt durch die Transformation 
p= Pi) — Pi); q= QM) — Q(s) 


so ist (Abb. 9) 0° =p’, + 9° und, weil pı nur von s abhängig ist, längs EF' 
do lı } 
dine= t. ni; ferner d®=dartg! — = ” 
7) pı“ ı g° pı pı ee g° 


Hieraus und unter Benützung von (16), wobei y statt Q geschrieben werden kann, 
solange s auf dem unteren Rand liegt: 
F / u 


x din 0 + Ih AD: r[ q sin > pı cos ”. dq 
„ . e 2w 2w 
/ E 0 > 2 
p? +g? 
Wenn s auf dem oberen Rand liegt, ergibt sich eine ähnliche Formel. Der Wert des 
Integrals rechts, das wir zur Abkürzung mit A (s) bezeichnen wollen, hängt natürlich von 
der Lage des Punktes s ab. Für die vorkommenden s-Punkte wurde A (s) nach der 
Simpsonschen Regel rechnerisch ausgewertet. Somit liefert der Abschluß links unter 
Berücksichtigung von (15) den Beitrag 

F F 


| ding +[, d9=RA()=ne Als); t...P=-P,=-—2w; 0<Q<uw) (17), 
Jh 
E 


E 
Zahlentafel für 


uw 


wobei A (s) der nebenstehenden Zahlentafel zu ent 
nebmen ist. 


... © rg 
. . i Ar A(s) = Ie sin — pı cos dq 
In dieser Weise wurde die erste Näherungs- 1) 2 w 2w 
rechnung durchgeführt. Das arithmetische Mittel aus v pi? + g? 





den gerechneten Ah-Werten und der ersten Annahme 
ergab die zweite Näherung. Hierzu mußten dann 
mittels der Gleichung (11b) die & (£)-Werte zeichnerisch 


s auf unterer s auf oberer 
Grenze (=) Grenze (Q=w 











gefunden werden (Abb. 13). Zu dem Zweck wurde zu- _ 
nächst A} als Funktion von £ bezw. P aufgezeichnet und BR I | d.er0u | 
zeichnerisch differenziert. Die Integration des Ausdrucks . 6.5189 0.2793 
1 Oh\? — !hw 539 - 
y! — (5) als Funktion von ? aufgetragen, ergab die a na 0.2328 
gesuchten Werte für «(t). Beim Punkt B(6w) ange + Aw 0,3454 . 
langt, verfährt man so: Die gefundenen h-Werte für law hu 0,0088 
B und C ermöglichen die Berechnung der mittleren u ee u.. 
Geschwindigkeit am Abschluß BC. Aus ihr und aus w Min aaar 0.44 u 
ergibt sich die Strabibreite BC und mit deren Hilfe I 0.1166 0.0984 
kann leicht x (C) bestimmt werden. Mit C' beginnend .w 0,0988 0,0854 
verfährt man entsprechend für die obere Grenze. 6 w 0,0856 0,0753 
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Nun zeigte sich, daß zwischen 
D und E (Abb. 5a) die Bestimmung 
der x nach diesem Verfahren unsicher 
wurde und zwar um so mehr, als schon 
h(s) in diesem Bereich nicht genau 
genug gerechnet werden konnte. 
Deshalb habe ich für diese Punkte 
auf Gleichung (10a) zurückgegriffen 
und unmittelbar x gerechnet. Die zu- 
gehörigen h-Werte ergeben sich, wenn 
nötig, indem man mit Hilfe der P-Tei- 


lung auf dem Strahlrand den Wert 
OP 





„-'ı= Yh entnimmt, woraus Ah=v’ 
ÜNR 
öP\? . 
- ; genügend genau folgt. 
08 
"= Bei den folgenden Näherungs- 


rechnungen wurden die Unterschiede 
zwar recht gleichmäßig, aber statt 
kleiner zu werden, nahmen sie dem 
| Betrage nach ständig zu. Die Unter- 
/ suchungen ließen erkennen, daß der 


/ Grund in der mangelhaften Kenntnis 
A der Verhältnisse oberhalb des Wehres, 
d.h. in der Ungenauigkeit der Größen 

\bb. 13. Berechnung von z(f) für den unteren Rand. 


"09 bezw. I lag. Besonders stark ist 
der Einfluß auf die Ueberfallhöhe Ah (4); 
er nimmt dann allerdings gegen B hin sehr rasch ab und hat für die obere Grenze 
überhaupt geringere Bedeutung. Immerhin mag dieser Fall zeigen, daß das Verfahren 
empfindlich genug ist, um eine Unstimmigkeit erkennen zu lassen. 

Der Verbesserung liegt folgender Gedanke zugrunde: Wenn bei festgehaltener 
Wassermenge ıw sich die Ueberfallhöhe vergrößert, so wird die Linie P—=0 etwas hinaus- 
geschoben; dies bewirkt für die stromaufwärts gelegenen Linien konstanten Potentials eine 
mit der Entfernung rasch anwachsende Verschiebung im selben Sinne (vergl. die Wirkung 
der Vergrößerung von ”, in Gleichung (14) im Falle einer Senke!) Es muß daher ver- 
sucht werden, neben der Verbesserung des Strahlrandes auch », entsprechend zu verbessern, 
bis die Differenzen für A (A) möglichst verschwinden. Ich bin daher wieder auf die zweite 
Näherung zurückgegangen und habe die folgenden Rechnungen mit den Werten 7, — 0,742; 
ro = 0.752 und 0,756 durchgeführt. Bei der 5. Näherung wurden die Unterschiede auf 


dem Strahlrand so klein, daß sie zu einer Verbesserung zeichnerisch nicht mehr benutzt 
werden konnten. 


7. Die Ergebnisse der Näherungsrechnungen. Als Beispiel für die Ausführung 
der Rechnungen gebe ich den Gang der Rechnung für den Punkt s (0,0) (Wehrkrone) 
und zwar für den 5. Näherungswert an. Man hat hierzu in die Gleichung (10b) die Werte 
der vorhergehenden Näherung auf der rechten Seite einzusetzen; also 


ah(00)=1x (ft) dIno (st) - fh ÜdA% (st) 


. 


> > 


I. fe (t)dIno (st) 


a) A—B--C—D (ohne die Umgebung von 0,0) zeichnerisch nach Abb. 10 + 0,031 


\ 


b) D—E zeichnerisch . . . . 2... a en en de 
c) E—F einschl. des Anteils vom 2. Integral nach Gl. (17): ro e" A (0,0) + 6,886 
da) F—A 


e) Abschätzung für die Umgebung des Punktes (0,0) nach Abschn. 6a: 


2 (?,0)-2(—-",0)= ee ea 7 
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Uebertrag . .... + 2,363 
: ee A En N 1 ER ER _— 
\ b) B-C—D-—E zeichnerisch nach Abb. 12 . . » 2 2 2.2.2.2. + 0,993 
: EEE ee REN EN I TE — 
i nh(0,0). . . + 3,356 
- also A (0,0)= 1,068. Das arithmetische Mittel zwischen diesem Wert und dem 4. Nähe- 
rungswert A; (0,0) = 1,072 ergibt die 5. Näherung 
h; (0,0) = 1,070. 
| Genau so werden die Ah (s)-Werte der übrigen Punkte bestimmt. Die zugehörigen x-Werte 
| ergeben sich nach dem Verfahren von Abb. 13. 
; I. Untere Begrenzung. 
{ Die Werte von h(s) nach Gleichung (10b). 
4 
a 1. Nähe- 2. Nähe- _,. 3. Nähe- _,, t. Nähe- _, 5. Nähe- 
8 Ditferenz a Differenz on Differenz Differenz |” , 
Ä rung rung rung rung rung 
. 2 w e - 16,850 17,200 17,300 17,506 
s rag . u 3.650 = 3.645 A 3,670 3,705 
3 — 1, w u _ 1,700 _ 1,780 1,790 1,795 
E 
0 1.000 + 0,047 1,047 + 0,021 1,068 + 0.004 1,072 — 0,002 1,070 
R +1, w 0,920 + 0.040 0 960 + 0,017 0,977 — 0.001 0.976 + 0,001 0,977 
F lgw 0,888 + 0,051 0.919 + 0,004 0.925 + 0.007 0,930 0,002 0.928 
N w 0,915 + 0,002 0,917 + 0,017 0,934 — 0,002 0,932 — 0,002 0,950 
| 2w 1,097 — 0,001 1,096 + 0,002 1,098 - 0,005 1,093 — 0,004 1.089 
j 3 w 1,349 — 0,004 1.345 — 0,001 1,344 + 0,002 1,346 — 0,003 1,343 
4 w 1,620 — 0,009 | 1,611 — 0,013 | 1,598 | + 0,004 1,602 — 0,004 | 1,598 - 
N w 1.891 — 0,011 | 1.880 — 0,022 | 1,853 + 0,001 1.3859 — 0,004 | 1,855 
! 6 w 2,155 — 0,025 | 2,130 — 0,010 | 2,120 + 0,009 | 2,129 + 0,004 | (2,133) 
i Il. Obere Begrenzung. 
| a) Werte für A(s) nach Gleichung (10b). 
1. Nähe-| _ , 2. Nähe- 3. Nähe- _., 4. Nähe- 5. Nähe- 
\ 8 Differenz er Differenz |" Differenz ke Differenz |” 
Fe rung rung rung rung rung 
0 Für die Punkte s=(0 bis s=— w wurden statt A (8) die Werte für © (s) gereehnet (s. u. IIb) 
+ Yaw 0,210 — 0,027 ! 0,183 + 0,013 | 0,196 — 0,009 | 0,187 — 0,001 | 0,136 
w 0,375 — 0,013 | 0,362 - 0,012 | 0,350 — 0,008 | 0,342 — 0,000 | 0,342 
2 w 0,727 — 0,012 | 0,715 — 0,015 0,700 — 0,008 0,692 — 0,004 0,688 
r 3 w 1,075 — 0,010 | 1,065 — 0,019 1,046 — 0,007 1,039 — 0,004 1,035 | 
; 4 w 1,400 — 0,012 | 1,388 0,027 | 1,361 — 0,008 | 1,353 0,002 | 1,351 | 
‘ 5 uw 1,692 0,007 1,685 — 0,033 1,652 — 0,009 1,643 — 0,002 1,641 
4 6w 1,978 — 0,016 | 1,962 — 0,040 | 1,922 + 0,004 | 1,926 + 0,002 | (1,928 
a b) Werte für © (s) nach Gleichung (10a). | 
3 
j — 1w — 3,420 — 3,390 — — 3,480 — — 3,530 | — 3,560 
| — I! w — 1,400 _ — 1,385 ._ — 1.462 u — 1,490 | — 1,500 
i 0 — 0,388 + 0,015 | — 0,373 — 0,062 | — 0,435 — 0,010 | — 0,445 0,004 | — 0,449 
. + 1w — — _ — + 0,577 0,009 | + 0,568 + 0,002 + 0,570 
{ + 3w — — _ — + 1,442 _ + 1,442 | — 0,002 | + 1,440 
i . . [) . . ” .. u .. . ..,# ) 
; Um die Genauigkeit dieser Ergebnisse würdigen zu können, ist es nötig, einen 
i Blick auf die Fehlerquellen zu werien'!). Die Planimetrierungen wurden sorgfäljg mit 
x — „ . 
7 I) Vergl. hierzu: Trefftz, Ueber die Kontraktion kreisförmiger Flüssigkeitsstrahlen. (Straß- 
i burger Diss. 1914), 
R| 
a 
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einem guten Präzisionsplanimeter ausgeführt, das mir die technische Hochschule in Karlsruhe 
in entgegenkommender Weise zur Verfügung stellte. Der Planimetrierungsfehler dürfte 
nach den beobachteten Abweichungen kaum eine Einheit der letzten Stelle in den A-Werten 
ausmachen. Viel schwerer zu erfassen sind die Febler, die in der Zeichnung liegen. Für 
eine Reihe von Integralen habe ich die zu integrierenden Kurven zweimal aufgezeichnet 
und fand Abweichungen von i,5 gem im Mittel. Für A (s) macht das etwa 3 Einheiten 

der letzten Stelle aus. 
Eine unangenehme Fehlerquelle liegt in der zeichnerischen Differentiation zur Er- 

re) 


mittlung von v für Gleichung (11b). Zum Glück ist der schädliche Einfluß in der Nähe 


des Wehres bei A sehr gering; er nimmt aber gegen B largsam zu, und in den Endpunkten 
B und C ist die Ermittlung des Differentialquotienten ü»erhaupt unsicher Die darauf- 
folgende Integration wird also mit einem Fehler behaftet sein, der sich beim Uepergang 
zum oberen Rand auf alle Punkte desselben überträgt. Wenn auch dieser Fehler nicht 
groß sein dürfte, so liegt seine Gefährlichkeit darin, daß er alle Punkte des oberen Randes 
in derselben Richtung beeinflußt. Zur Abhilfe wurde aus Gleichung (10a) der xz-Wert 
auch noch für den Punkt s— 3w des oberen Randes (und zur Sicherheit auch für s= w) 
unmittelbar gerechnet. Von diesen Werten aus wurde dann weiter integriert. 

Schließlich wäre noch die Frage berechtigt, wie weit die Abweichung des linken 
Abschlusses EF(P=— 2w) von der Kreisform das Ergebnis beeinflussen kann. Wir 
sahen bereits im Abschn. 5, daß diese Abweichung beim Kirchhoffschen Ausflußstrahl 
nur 1,7 vH beträgt. Genaue Berechnung ergibt für den Ueberfall den etwas größeren 
Wert von 2,5 vH. Für A(4A) (Ueberfallhöhe) macht es nicht ganz 2 Tausendstel aus, für 
die anderen Strahlpunkte noch weniger. Die Annahme eines kreisförmigen Abschlusses 
war also berechtigt. 

Von den Ergebnissen der 5. Näherung werden wir also die A-Werte der Punkte 
B und (© als unsicher ausschalten müssen. Da für die übrigen die Unterschiede zwischen 
der letzten und vorletzten Näherung alle kleiner als 0,005 sind, so dürfte der Fehler für 
diese Punkte ebenfalls kleiner als 0.005 sein, so daß sich z. B. für die Ueberfallhöhe die 
Eingrenzung 1,065 < ZH < 1,075 ergibt. 


8. Die vollständige Lösung. Durch die bisherigen Ergebnisse ist unsere 
Differentialgleichung J P=0 vorerst nur für den Rand gelöst. Für Punkte im Innern 
könnte man jetzt, wo man den Rand kennt, zu jedem Netzpunkt (P, @) der W-Ebene nach 
der Integralformel von Cauchy (8) den zugehörigen Punkt (x, h) der z-Ebene berechnen 
und so das vollständige Strömungsbild bestimmen. Das wäre natürlich sehr mühsam. 
Nach einem Verfahren von Runge') läßt sich die Lösung zeichnerisch viel einfacher 
erreichen, indem man unter strenger Erfüllung der Randbedingungen ein Netz der Linien 
P=konst. und Q= konst. so gut wie möglich entwirft, was ziemlich leicht gelingt. Die 
Unterschiede öÖP und 6 der Werte auf zwei benachbarten Linien müssen gleich sein. 
In den entstehenden quadratähnlichen Vierecken sind dann bis auf Glieder dritter und 
höherer Ordnung die Diagonalen gleich lang und stehen aufeinander senkrecht. 

Die Verbesserung des Netzes geschieht folgendermaßen: Da wi —=v ist, go folgt 


On 
n 


P-$Pp Q= van. 
0 
Der Wert für vo kann nun näherungsweise längs der Linie 


\ 
> 


P= konst. dem Entwurf in der Furm ® entnommen 


ds 

/ : . : ' ni 
werden (Abb. 14), wobei man den Differentialguotienten 5 
8 
durch den entsprechenden Differenzengnotienten ersetzt. 
Diese Werte trägt man als Funktion von n, das ebenfalls 
den Entwurf zu entnehmen ist, auf und integriert. Dadurch 
gelangt man zu einer Verbesserung der Netzpunkte für diese 
Abb. 14. Linie. Nach Bedarf verbessert man entsprechend längs der 





(EP = IQ) 


) Runge-Willers, Encykl. der math. Wiss. Bd. II 3 Heft 2 Nr. 20d. 
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Linien Q@ = konst. Das Verfahren konvergiert wenigstens auf dem Strahl sehr rasch. 
Die Abb. 15 stellt somit die vollständige zeichnerische Lösung der Gleichung JP= 0 mit 
den geforderten kKandbedingungen dar. (Die gestrichelte Linie gibt die erste Annahme 


pach Bazin an. Für die Form der oberen Begrenzung ergab sich nur eine geringe 
Aenderung.) 











(FA»## 273 








Abb. 15. 


9. Ergiebigkeit und Ueberfallzahl. Die Hydraulik richtet bei derartigen 
Strahlproblemen ihr Augenmerk weniger auf das Strömungsbild als auf die Ergiebigkeit, 
d.h. die in der Zeiteinheit überströmende Wassermenge. Diese möge für den Fall Y=1, 
V2g — 1 0" — 4 heißen. Da iür Q dieselben Maßbeziehungen bestehen wie für P (vergl) 
Abschn. 2), so findet man’ die wahre Wassermenge & bei der Ueberfallhöbe 7 (statt eins. 
und dem tatsächlichen Betrag der Schwerkraft durch Multiplikation mit 7’ und mit 
Y2g. Also: 


“=uV2gH': . nd Ä  ;° 


Der Faktor « heißt »Ueberfallzahl.« Der Wert von « muß, wie aus seiner obigen 
Einführung hervorgeht, von der Schwere und der Ueberfallhlöhe H unabhängig sein. 
Das letztere widerspricht allerdings bei kleinem H der Erfahrung, wonach für kleine 7 
der Wert von u größer wird. Wie v. Mises vermutet, wird in diesen Fällen die nicht 
zu vermeidende Äbrundung der Wehrkrone fühlbar. Auch fand Rehbockt) für Wehre mit 
halbzylindrischer Krone das Aehnlichkritsgesetz erfüllt: daher wird man wohl annehmen 
dürfen, daß bei abnehmender Ueberfallhöhe 47 die Dimension der Abrundung gegen H 
nicht mehr vernachlässigt werden kann, sondern daß diese eine, wenn auch nur kurze 
Führung des Strahls veranlaßt, wodurch die Wassermenge vergrößert wird. 


Zu der Formel (I8) kann man auch durch eine Ueberlegung kommen, die bereits 
1717 von dem Italiener Poleni angegeben wurde. Dieser dachte sich den Strahl senkrecht 
über dem Wehr in dünne Streifen gleichlaufend mit der Wehrkrone zerlegt und berechnete 
für jeden Streifen die Ausflußgeschwindigkeit nach Toricelli v—YV2y h, wie wenn jeder 
dieser Streifen für sich ins Freie treten würde. Beträgt die Streifenhöhe dh (Abb. 16), 


) Forebheimer, Hydraulik 8. 301 
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so fließt (pro Längeneinheit senkrecht zur Zeichenebene gemessen) in der Sekunde die 
Menge dW—V2gh dh durch, woraus die Ergiebigkeit des ganzen Ueberfalles durch 
Integration folgt: 

(do IV2y hadh= °/3V2g H' 


0 


und nach Einführung einer Kontraktionszahl y: 


G='rWVYagHh. . {, . (19). 


Die Gleichungen (19) und (18) stimmen tatsächlich überein, wenn man u="/3 y 
setzt, trotzdem in der Herleitung von (19) zwei unzutrefiende Annahmen stecken: Erstens 
können die Strahlen an jener Stelle nicht unabhängig voneinander austreten, und zweitens 
weist der obere Strahlrand über der Wehrkrone bereits eine Senkung auf, die man bei 
der Integration nicht vernachlässigen dürfte. 

Unsere Berechnungen im Abschn. 7 gelten für die Wassermenge Q = w = 0,452 und 
V29=1. Die Ueberfallhöhe ergab sich in den Grenzen 1,065 < Z< 1,075. Nun folgt 
aus (18) für V2g = 1: 

pn=w:Hi; 


also: 0,405 < u << 0,411 oder 0.608 <yp< 0,617. 








Die Kirchhoffsche Kontraktionszahl y = 0,611 für den schwerelosen Fall liegt 
demnach zwischen den hier erreichten Genauigkeitsgrenzen. Berücksichtigt man, daß. u, 
wie wir sahen, vom Betrag der Schwerkraft unab- 
hängig ist, so wird man mit großer Wahrscheinlich- 
keit annehmen können, daß u ”/; 9 = 0,407 ist. Für 
endliche Wehrhöhen findet man dann entsprechende 
Ueberfallzahlen in der am Anfang erwähnten Abhand- 
lung von Mises. 


Da Wehre in der Anordnung des behandelten 
Falles (aber natürlich mit endlicher Wehrhöhe) zu ge- 
nauen Wassermessungen benützt werden, so besitzen 
wir eine Anzahl Forme!n für die Ergiebigkeit, die sich 
auf sorgfältig durchgeführte Versuchsreihen stützen. 

\bb. 1t Weisbach, Bazin, Rehbock u.a.) Wenn man 

voraussetzen darf, daß derartige Formeln auch noch 

außerhalb des Versuchsbereiches Gültigkeit besitzen, so würden sich für das unendlich 
hohe Wehr Volgende Ueberfallzahlen ergeben '): 














Franeis (1854 u — V,415 bezw. % 0,622 
Frese | u = 0,410 $ = 0,615, 
Bazin u 0,405 7 0,608, 
Rehbock | u — 0,403 y —= 0,605 


Zu berücksichtigen ist bei einem Vergleich mit dem gerechneten Wert, daß in diesen 
Zahlen noch der Einfluß der Reibung steckt, die bei der Rechnung vernachlässigt wurde 
Abgesehen davon ist auch die Genauigkeit dieser Versuchswerte beschränkt. Am selben 
Wehr fand Bazin bei Wiederholung der Messung Fehler bis I vH; der Vergleich der 
Formeln von Bazin und Frese innerhalb ihres Geltungsbereiches ergab Abweichungen 
bis 2,6 vH und die Ausdehnung der Freseschen Formel über ihren Versuchsbereich 
hinaus zeigte im Vergleich mit wirklich durchgeführten Messungen sogar Unterschiede 
bis 5 vH. Der gerechnete «-Wert liegt also durchaus innerhalb der Genauigkeitsgrenzen 


der bekannten Erfahrungswerte. 444 
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Über die Entstehung 


des dynamischen Auftriebes von Tragflügeln. 
Von HERBERT WAGNER in Berlin. 


Körpers mit einer Kante in Flüssigkeit behandelt. 

Ursprünglich sei dieser Körper und die als unzusammendrückbar und reibungsfrei 
vorausgesetzte Flüssigkeit in Ruhe, dann werde der Körper in Bewegung gesetzt. Aus 
der Bedingung, daß die Geschwindigkeit der Flüssigkeit im ganzen zeit- 
lichen Verlauf des Bewegungsvorganges an der Kante des Körpers endlich 
sein muß, ergibtsich die Ablösung einer Helmholtzschen Unstetigkeitsfläche 
von der Kante des Körpers und die Entstehung einer Zirkulation um den 
Körper’). Diese Unstetigkeitsfläche wird für den Fall der Bewegung einer ebenen 


Platte, deren Vorderkante gerundet gedacht ist und deren Anstellwinkel als klein voraus- 
gesetzt wird, berechnet. 


Es wird ferner gezeigt, welche Kraftwirkung ein in der Flüssigkeit bewegter 
Körper erfährt, wenn Wirbel vorhanden sind (nichtstationäres räumliches 
Problem): Diese Kraftwirkung ist im allgemeinen von der Kontur und der Geschwindig- 
keit des Körpers, sowie von der Lage, Geschwindigkeit und Wirbelstärke der Wirbel 
abhängig. Sind jedoch beim ebenen Problem die Wirbel hinreichend (unendlich) weit 
vom Körper entfernt, so ist diese Kraft von der Kontur des Körpers unabhängig; der 
Körper erfährt dann den bereits von Lord Kelvin berechneten dynamischen Auftrieb 
P-—eI'v,.. Hierin bedeutet P- die Aujitriebskraft pro Längeneinheit (Auftriebsdichte), 
o die Dichte der Flüssigkeit, /' die Zirkulation um den Körper, v, die relative Geschwindig- 
keit zwischen dem Schwerpunkt der Wirbelfäden und dem Körper. Die Flüssigkeits- 
bewegung darf daher nicht als stationär vorausgesetzt werden (denn das würde bedeuten, 
daß man v, — 0 setzt)?) x 

Die Kraftwirkung, welche die Piatte erfährt, wird als Funktion des von der Platte 
zurückgelegten Weges berechnet; dabei wird die im allgemeinen zeitlich veränderliche 
Geschwindigkeit der Platte als gegeben vorausgesetzt. Diese Berechnung wird für den 
Fall der plötzlich mit dann konstant bleibender Geschwindigkeit in Bewegung gesetzten 
Platte und für den Fall der mit konstanter Beschleunigung bewegten Platte zahlenmäßig 
ausgewertet. Im ersten Fall ergibt sich, daß (nach dem Auftreten einer impulsiven Kraft 
bei Erzeugung der Bewegung) der Auftrieb kurz nach Beginn der Bewegung halb so groß 
ist wie nach unendlich langer Bewegung, im Verlauf der Bewegung stetig steigt und sich 
asymptotisch letzterem Wert nähert. Von der Berechnung des Bewegungswiderstandes, der 


bei unendlich kleinem Anstellwinkel unendlich klein von zweiter Ordnung ist, wurde 
abgesehen. 


T dieser Arbeit wird das nichtstationäre ebene Problem der Bewegung eines 


Schließlich wird besprochen, wie weit die Flüssigkeitsreibung die besprochenen 
Bewegungszustände wesentlich abändert. 


Die in der bisherigen Literatur behandelten Probleme von Unstetigkeitsflächen ') 
beziehen sich auf stationäre Vorgänge (vergl. z. B. die von Prandtl und seinen Nach- 
folgern behandelten »begleitenden« Unstetigkeitsflächen bei Trägflügeln von endlicher 
Länge). Der Verfasser hat demgegenüber versucht, die Entstehung von Unstetigkeits- 
llächen in reibungsfreier Flüssigkeit vom Anbeginn der Bewegung (nichtstationärer Zustand), 


l) Auszug aus der von der Technischen Hochschule Berlin angenominenen Dr.-Ing. - Dissertation 
des Verfassers. Referenten: Prof. Dr.-Ing. Hoff und Prof. Dr. Hamel. Vorgetragen auf der Versammlung 
in Innsbruck am 26. September 1924. 

*, Zar Erklärung der Entstehung der Auftriebskraft. die elin solcher Körper erfährt, brauchen 
wir daher die Flüssigkeitsreibung nicht heranzuziehen. 

3) R. Grammel, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, Braunschweig 1917, S. 108, 
setzt die relative Geschwindiekeit zwischen Wirbelfäden und Trareflügel gleich Nu!l. Dies ist mit Obigem 
n'cht verträglich. Die Feststellung Grammels, daß der abgelöste Wirbelfaden eine Kraftwirkung 
erfährt. widerspricht den Helmholtzschen Wirbelsätzen. 

#) Die Arbeit des Herrn Pıof. Prandtl (Vortrag Innsbruck 1922) ist dem Verfasser erst nach 
Fertigstellung dieser Arbeit bekannt geworden. Vergl. auch W. Birnbauın dieser Zeitschr. 3, S. 290 
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1 
insbesondere für den Fall eines Tragflügels, zu berechnen. Aus dieser Betrachtung ergibt 


sich auch für einen Sonderfall zum ersten Mal der rechnerische Nachweis für die Ent- 
stehung eines Potentialwirbels. 


1. Allgemeines über die Flüssigkeitsbewegung um einen Körper mit einer 
Kante.‘ « Wir fassen das ebene (zweidimensionale) Problem der Flüssiekeitsbewegung um 
einen Körper mit einer Kante ins Auge. Von dem Vorhandensein einer eingeprägten Kraft 
wird abgesehen. Die Flüssigkeit wird als unzusammendrückbar vorausgesetzt, der Einfluß 
der Flüssigkeitsreibung vernachlässigt. 

Ein ruhender, zylindrischer Körper ohne Kante sei von überall ruhender Flüssigkeit 
umgeben, die Flüssigkeit nach allen Seiten unendlich ausgedehnt. Da sie überall ruht, 
ist auch die Rotation der Geschwindigkeit und die Zirkulation in allen geschlossenen 
Kurven Null. 

Der Körper werde jetzt in Bewegung gesetzt; die Bewegung der Flüssigkeit bleibt 
dann nach den Helmholtzschen Wirbelsätzen drehungsfrei. Da der Körper keine Kante 
hat, muß die Flüssigkeitsbewegung stetig bleiben, wie Hadamard'!) bewiesen hat. Eine 
Zirkulation kann um den Köhper nicht entstehen‘). Das stetige und drehungsfreie Ge- 
schwindigkeitsfeld der Flüssigkeit ist nun durch die Angabe der Bewegung der Grenzen, 
in unserem Fall durch die Angabe”der Geschwindigkeit des Körpers, eindeutig bestimmt’). 

Jetzt wollen wir voraussetzen, daß der Körper eine Kante besitzt. Anfänglich 
seien wieder Körper und Flüssigkeit in Ruhe, dann werde der Körper in Bewegung 
gesetzt. Würden wir die Flüssigkeitsbewegung wieder als stetig voraussetzen’), 80 
könnte auch in diesem Fall keine Zirkulation entstehen“). Diese eindeutig bestimmte 
zirkulationsfreie Flüssigkeitsbewegung würde aber (im allgemeinen) an der Kante des 
Körpers eine unendlich große Geschwindigkeit besitzen’). Einer unendlich großen Ge- 
schwindigkeit entspricht jedoch unendlich großer negativer Druck, der in Flüssigkeit nicht 
auftreten kann. 

Wir setzen demnach zur Berechnung der Strömung die Bedingung, daß die 
Geschwindigkeit der Flüssigkeit an der Kante des Körpers im ganzen zeitlichen Verlauf 
der Strömung endlich sein soll. Die stetige und drehungsfreie Bewegung der Flüssigkeit 
besitzt aber eine unendlich große Geschwindigkeit an der Kante des Körpers; wir müssen 
folglich die Bedingung der Stetigkeit fallen lassen. Dies ist zulässig, da durch die Kante 
die (hinreichende) Bedingung zur Ablösung einer Unstetigkeitsfläche gegeben ist‘). Wir 
nehmen also die Ablösung einer Unstetigkeitsfläche von der Kante des Kör- 
pers an. Die Zirkulation in allen Kurven, welche Körper und Unstetigkeitsfläche voll- 
ständig umschließen, muß dabei im ganzen zeitlichen Verlauf der Strömung Null bleiben ?). 

Zwecks Berechnung der Strömung bilden wir die Strömung um den Körper mit 
der Kante in einer Weise konform ab, daß die Abbildung der Kontur keine Kante besitzt. 
Der der Kante X entsprechende Punkt der Abbildung sei X’. Da die Vergrößerung durch 
die Abbildung in diesem Punkt unendlich ist, entspricht jeder endlichen Geschwindigkeit 
im Punkte X’ im System der Abbildung eine unendlich große Geschwindigkeit an der 
Kante X im ursprünglichen System. Die Geschwindigkeit an der Kante K des Körpers 
soll endlich sein; folglich setzen wir für den ganzen zeitlichen Verlauf der Strömung die 
Geschwindigkeit der Flüssigkeit im Punkte K’ der Abbildung gleich Null. 
Dies gibt uns für jeden Augenblick der Bewegung die Bedingung zur Berechnung der 
Größe der Unstetigkeit der an der Kante Ä entstehenden Unstetigkeitsfläche; die Bewegung 
der bereits gebildeten Teile der Unstetigkeitsfläche ist entsprechend den Helmholtz»chen 
Wirbelsätzen berechenbar. 

Von einem Körper mit n Kanten lösen sich n Unstetigkeitsflächen ab; zur Berech- 
nung dieser Unstetigkeitsflächen müßten wir die n Bedingungen benützen, daß an allen 
n Kanten des Körpers die Geschwindigkeit der Flüssigkeit im ganzen zeitlichen Verlauf 
der Strömung endlich sein muß. 

) Hadamard, Lecons hydrodynamiques, Paris 1903, Anhang. 


Lamb, Hydrodynamik, deutsch von Friedel, 1907, S. 44. 


») Lamb, 1. ce. S. 90. 


#) Wır wollen in dieser Arbeit alle Gesehwindizkeitsfelder als >stetig« bezeichnen, die inner- 


halb der Flüssirkeit stetig sind, gleichgültig. ob an der Grenze der Flüssigkeit (also z. B. an einer 
Kante des Körpers) die Geschwindigkeit unendlich groß ist oder nicht. 

Helmholtz, Monatsber. d. Kgl. Preuß. Akad. d. Wiss. 1868, S. 219. 

Helmholtz, l.c. 1868 S. 217 bis 219. 
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Es läßt sich vermuten, daß auch beim räumlichen Problem der Bewegung eines 
Körpers mit einer Kante in reibungsfreier Flüssigkeit die entstehende unstetige Flüssigkeits- 
bewegung sich eindeutig bestimmt auf Grund der Bedingung berechnen läßt, daß in jedem 
Augenblick längs der ganzen Kante die Geschwindigkeit der Flüssigkeit endlich ist. 


2. Ansatz für die Berechnung der nichtstationären ebenen Strömung um 
eine Platte. Wir setzen voraus, daß die ebene Platte eine reine Translationsbewegung 
ausführe (sich nicht drehe) '). Zeitliche Aenderungen des Anstellwinkels ? der Platte 
werden also durch Aenderungen in der Richtung der Bahn hervorgerufen. 


Die Vorderkante der Platte denken wir uns gerundet und so die unendlich große 
Geschwindigkeit der Fiüssigkeit an dieser Stelle vermieden. Die folgende Berechnung 
der Strömung um die Platte mit scharfer Vorderkante ist als Näherunglösung für die 
Strömung um die Platte mit gerundeter Vorderkante gedacht. Die Hinterkante X der 
Platte setzen wir jedoch als scharf voraus; wir nehmen die Ablösung einer Unstetiekeits- 
fläche von dieser Kante an. 


Wir bezeichnen sämtliche Größen (Geschwindigkeit, Potential, usw.) im System I 
der Platte mit kleinen Buchstaben, im System II der Abbildung mit den entsprechen- 
den großen Buchstaben. Zugeordnete Punkte werden in beiden Systemen mit den 
gleichen großen Buchstaben bezeichnet und im System der Abbildung mit einem Strich 
versehen. 


In Abb. 1 ist ein Stück einer Unstetigkeitsfläche im System I und das entsprechende 
Stück derselben im System Il gezeigt. Die Difierenz der Geschwindigkeitspotentiale 
zweier Punkte gibt die Strömung längs einer die beiden Punkte verbindenden Kurve an. 
Bezeichnen wir mit p das Geschwindigkeitspotential, so ist die Zirkulation in einer Kurve, 
welche das zwischen den Punkten P, und P; liegende Stück der Unstetigkeitsfläche um- 
schließt, gegeben durch: y7= (Jır — 1) 
— (3 — 9ı). Die Zirkulation /' in einer 1y 
Kurve, welche das zwischen den Punkten 2 v 
Pı' und P, liegende entsprechende Stück De er _ "tr 
der Abbildung der Unstetigkeitsfläche um- DE ET BE 
schließt, ist: I!’— (Dr un db) — (D, — b,). u et u 2 | 
Für entsprechende Punkte beider Systeme 4 
gilt aber beim ebenen Problem der konformen 
Abbildung: =". Folglich: 
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aa 
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Abb. 1. Abb. 2. 





Um entsprechende Stücke einer Unstetigkeitsfläche ist daher die Zirkulation in beiden 
Systemen die gleiche. 


Zuerst betrachten wir das bekannte stetige Geschwindigkeitsfeld um die Platte 
(Abb. 2). Wir denken uns die Platte von der Breite 25 in Ruhe und die Flüssigkeit 
bewegt. Die Geschwindigkeit v, der Flüssigkeit im Unendlichen sei gegeben durch 
ihre beiden Komponenten v,, und v,,.. Bezeichnen wir mit z=x-+iy die komplexe 


I) Bezgl. Translation und Drehung der Platte vergl. $ 11. 
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| 
Koordinaten der Ebene, in der die Flüssigkeitsbewegung um die Platte stattfindet und mit i 
= v,— iv, die Geschwindigkeit in komplexer Form, 80 ist das zirkulationsfreie, stetige ; 
und drehungsfreie Geschwindigkeitsfeld um die Platte gegeben durch die Gleichung): ? 
va! Bi. 
Vz? b? 
Im Punkte X ist mit 2—bD die Geschwindigkeit der Flüssigkeit unendlich groß. 
Wir bilden diese Strömung um die Platte konform in eine Strömung um einen 
Kreiszylinder vom Radius 5b ab. Die Koordinaten der Abbildung seien mit Z=X-+iY, 
die Geschwindigkeiten mit VY= V, — ?V, bezeichnet. Die abbildende Funktion ist?): 
ZusHle—# . . .. une r 
Die abgebildete Strömung ist durch die Gleichung gegeben ’): 
I FO (Ve + % Vu.) b* 
. Fr 
Dabei ist‘): Vo Mayo: 
Für die Geschwindigkeit im Punkte X'’(Z=b) erhalten wir: 
V.=0, GE ar TE NE 
Wir betrachten nun folgendes Ge- { 
A Ä A > schwindigkeitsfeld (Abb. 3). Die Platte und 
| 1 ii > die Flüssigkeit im Unendlichen seien in Ruhe. | 
-—b—- er Von der Kante K der Platte gehe in Rich- 
* 5 „Ex tung der x-Achse eine Unstetigkeitsfläche bis | 
m 2 zum Punkte m. Die Größe der Unstetigkeit ' 
; (den Betrag des Flächenrotors der Geschwin- 
digkeit) bezeichnen wir mit u; wir denken 
uns « als Funktion von & gegeben: uv—=u (kr). 
Die Zirkulation in einer die Platte und die 
i ar Unstetigkeitsfläche umschließenden Kurve sei 
j en Null. 
IV | Den Punkten der x-Achse entsprechen 
a, | UA) ‚, im abgebildeten System nach Gl. (2) die 
Punkte: 
| X=-xc+Vx’—b?, Y=0 (4). 
WAMAY3 e _ ' Die Abbildung der Unstetigkeitsfläche liegt 
me Ka -—- folglich auf der X-Achse. Die Größe der Un- 
| stetigkeit sei mit U bezeichnet: U= U(X). 
Abb. 3. Die Geschwindigkeit d V,, die ein Wirbelfaden 
an der Stelle X, Y= 0 mit der Zirkulation 
dl im Punkte X’ bedingt, ist gegeben durch die Gleichung (vergl. Abb. 3). | 
ı (af 7 
= — {22 „U | 
2n\x—b db-—Xı ; 
. r y Ä 
wobei’) a. 2 TE SE j 
Dies eingesetzt ergibt: : 
a Ze | 
aV,=— u, i 
j 2nb X—b ; 
Wir erhalten damit für die Geschwindigkeit V,, welche die von X=b bis X= X, reichende i 
Unstetigkeitsfläche im Punkte X’ bedingt (da d!=UdX): ) 
x— X . 
X . \ 
ae f EI HH EX, . 
- 2nb X—b y 
x=b 


I) Grammel, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges, Braunschweig 1917 S. 58, Gl. (8). 
2) Grammel, |. e. S. 57, Gl. (8). — ®) Grammel, 1. ce. S. 53, Gl. (3). 
t) Grammel. l.c.S 57, Gl. (6). — ”» Grammel, 1.c.$. 28, Zeile 7. 
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Nun schreiben wir nach Gl. (4): X = x + | x? — b?; ferner nach Gl. (1): UdX = udx: 
Wir erhalten dann nach entsprechender Aenderung der (Grenzen des Integrals für die 
Geschwindigkeit V, im Punkte K': 


ı=Lr7T, 


u 


1 1/2 +b . 

= / ula)da . . : a ; . 6). 

v, IV @). (6) 
2b 


Wir überlagern die Strömung Abb. 2 und Abb. 3. Soll die Geschwindigkeit der 
Flüssigkeit im Punkte X’ der Abbildung im betrachteten Augenblick Null sein, so muß 
nach Gl. (3) und Gl. (6) gelten: 


h 


1 zw +b 

ee 0 

v. sin f ger Ve @« 1 (7) 
To 


Wir nehmen nun an, daß der Anstellwinkel 3 der Platte sehr klein (unend- 
lich klein) sei. Aus der folgenden Betrachtung ergibt sich, daß bei sehr kleinem 
(unendlich kleinem) Anstellwinkel ß, also sehr kleinem (unendlich kleinem) v,,, die Größe 
der Unstetigkeit sehr klein (unendlich klein) wird. Denken wir uns die Unstetigkeitsfläche 
aus lauter Wirbelfäden bestehend, so bewegen sich diese Wirbelfäden entsprechend obiger 
Annahme (sehr angenähert) mit der Geschwindigkeit v,, denn die Geschwindigkeit, die 
durch die Unstetigkeitsfläche bedingt wird, ist entsprechend dieser Annahme vernach- 
lässigbar klein gegenüber der Geschwindigkeit », (dies gilt für alle Punkte mit Ausnahme 
des Punktes K). 

Denken wir uns jetzt die Flüssigkeit im Unendlichen ruhend und die Platte 
bewegt, so können wir entsprechend obiger Annahme des unendlich kleinen Anstellwinkels 
die Wirbelfäden als ruhend voraussetzen. 

Wir führen nun entsprechend Abb. 4 andere Bezeichnungen ein, Die Platte bewege 
sich mit der Geschwindigkeit vo, in Richtung der s-Achse. Der zeitlich veränderliche Ab- 
stand vom Ursprung bis zur Kante X sei mit s bezeichnet; su gebe die Lage der Kante 
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K bei Beginn der Bewegung. « bezeichne die zeitlich unveränderlichen Lagen der ein- 
zelnen Wirbelfäden; u («) sei die Größe der Unstetigkeit an der Stelle «. Ohne die 
Allgemeinheit der Aufgabe zu beeinträchtigen, können wir die Plattenbreite 2b gleich 1 
setzen!). Mit diesen Bezeichnungen geht G]. (7) über in: 


v,sinß= Virs-a, (da Bor ee a 


7 Vs— a 


So 


v, und 8 denken wir uns als Funktion von s gegeben. «(«) ist so zu bestimmen, daß 
Gl. (8) für alle Werte von s erfüllt wird. 


3. Lösung der Integralgleichung für den Beginn der Bewegung. Wir 
untersuchen den Bewegungsvorgang um den Tragflügel, so lange der von diesem zurück- 
gelegte Weg kleiner ist als die Plattenbreite: (s — s0)<1. Wir setzen ferner so =). 
Wir nehmen noch an, daß v,sin 8 endlich sei und innerhalb dieses Bereiches in der 


Form gegeben sei: 
n=N 


v,sinß=2%a, Vs" 
n==() 
!) Auf die Bewegungsvorgänge bei anderen Plattenbreiten schließen wir mit Hilfe des allgemeinen 
dynamischen Aehnlichkeitsgesetzes. 


ne un unten nn 














a nn BEETTE, 








Deere ee ee he erT 
= 


ee ee 


PR 





m nn en nen ui 













, ’ i en. x Ztschr. f. angew. 
2 Wagner, Dynamischer Auftrieb von 1 ragflügeln Math. und Mech. 


nm 





n seien ganze Zahlen, a, beliebig gegebene Koeffizienten. Wir wollen jetzt zeigen, daß 
sich bei dieser Angabe für u («) für 0<«<1 schreiben läßt: 


In ==> 08 
I) / ; 
u(le)—= 2% eo, yvam-ı ; : . : i j f i >)’ 
m U 
Wir setzen daher entsprechend Gl. (9): 
n— N m—x een z 
vsinp= zZ aV/"=1l/n 2 cn] - Vamt'.de. 
n v0) m 1) Vs — 


0 


Da für (s — «) entsprechend den Voraussetzungen 0 =(s — «)=1 gilt, schreiben wir: 
p—=« 
Vı+s—e= £ 0,(s —a)?r 


p=V 


C, sind bekannte Koeffizienten. Wir erhalten damit 
n=N p=» m . 


i 1=& iz 
V®. sin P — : A, Vs" — ]/r %& >> C, Cm (Vs ER «@)° de, \ am!.da . (10). 
n =) p=U m ) . 
(0) 


Substituieren wir für @—=ssin’e, so ist 


2. /‘) 


‘ - 


fü s — a? r-1yamı.da=2(Ys)m +2p [sin e.cos?? e-de=2(Vs)"t2?r . Imy2p' 
() V 
Hierin ist J..,2» eine nur von m und 2p abhängige, bekannte Konstante. Setzen wir 
dies in Gl. (10) ein, so erhalten wir durch Gleichsetzung der Koeffizienten der gleichen 
Potenzen von Ys (nach längerer Rechnung) die Lösung in Form von konvergenten Reihen: 
Bei der Bewegung der Platte mit dem Änstellwinkel 5 und der Geschwindigkeit v,: 
Rn zum N 
»sioß= FL a,Vs", 
„Ei 


entsteht eine Unstetigkeitsiläche mit der Unstetigkeit 


3 


er y, a r q - L D.+a% 1. 
ula)=n/2 <2 A, ent ((sinvede) 1 } - _——— — {{11). 
Ä | ” 7 IE DBsE. Geh 
n 0 n - q —]1 —d 
() 
Bezeichnen wir mit: 
F(r)=(2r —1)-(2r —3)’-(2r —5)’...... +99, 7? 
F()=1, Fiı)=1 
so läßt sich D, aus der Rekursionsformel berechnen: 
r—qo—] 
D,= (— 1) N (Jr —-r)D mt D=-l D=-i. 
vi 


Einige Werte von D, seien angegeben (die größeren Werte sind abgerundet) ?): 


D = - 1 D; =-+ 11426445 

Da + 5 D; =-— 1578702 - 10° 
D, = — 69 Ds =+ 301049 - 10° 
D=-+ 2121 D =— 76108 - 10° 
D; = — 122025 Do=-+ 24155. 10'° 


Für die plötzlieh mit konstanter Geschwindigkeit bewegte und für die mit kon- 
stanter Beschleunigung bewegte Platte sind v, sin f, «(«) und die Zirkulation um den 
8 
Tragtlügel y (s) | u(e) d« für s bezw. «<=1 in Abb.5 und 6 dargestellt. 
0 
I) Zur Ausführunge der zahlenmäßigen Rechnungen hat mir das mathematische Seminar der 


Technischen Hochschule zu Berlin eine Rechenmaschine zur Verfügung gestellt, wofür ich auch an 
dieser Stelle meinen verbindlichen Dank ausspreche, 
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j 4. Näherungslösung für beschleunigte 
Bewegung. Wir setzen in Gl. ($) 9=1 und 
m 
2. 1 : 50 : 
füre1:u(e) = (Y ) . Die Geschwindigkeit 
[44 
v, sin P, bei der diese Unatetigkeitsfläche entsteht, 
bezeichnen wir mit dem Index »m«; also 
Y 
} 1 1+8s— Ay 
(v, sin P)n = f s (J ) da. (12). 
7T V _s— a a’ 
Das Integral der rechten Seite ist mit Hilfe der 
konvergenten Reihenentwicklung 
] 
GET UN SINE honstg Vs 
Einf 
06 Som evns'"l 
sp 4 
VIE cf. _sink 
10% wor zb2L | 
| N e 
N‘ | 
\ 2. g 
N] N 
r93 RR 
SW zul [Kar 7 S 
| Y a/28,3S/28 R 
S» 025 05 075 n 
Abb. 5. 


'=% 


EEE ER TE 


r==() 


lösbar. Die Geschwindigkeiten (v», sin ß), sind für 
m=1 in Abb. 7 dargestellt. 


Einige Zahlenwerte sind in der "SCH WIENER SR 
Zahlentafel I (vergl. S. 24) angegeben. 16 
Für gerade Werte von m lassen sich 





[24 , \ 
co (——) en RR 


ganzzahlige, ungerade Werte von 


die Integrale Gl. (12) in geschlossener 77 m Zr 
Form lösen; wir haben davon im fol: (Un ISIN m Tr 


genden keinen Gebrauch gemacht. 
Da nach Gl. (Ss) die Größe der 

Unstetigkeit u («) linear von v, sin 

; abhängig ist, gilt mit beliebigen Ko- 

k effizienten c,: 

Bei einer Geschwindigkeit [ver- 














gleiche Gl. (12)]: mi 
nn = tz 
(v, ein P)r—= & c. (r, Bin Am : a = 7 
M=EMn 
m=7 





entsteht eine Unstetigkeitsfläche‘ 











(14). 


mn J 
(Un In Im 


mit der Unstetigkeit: 


In = My 1 mi - 
u) = 2 wi $ (ae 1), 
a 


mMm—=m, 


Wir setzen jetzt für konstant beschleunigte B 











ewegung des Tragflügels mit so, — 1 


z,B. v,sinß = 2/7 Vs — 1. Es läßt sich nun mit Hilfe der Reihenentwicklung Gl. (13) 
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Zahlentafel I. 


(v, sin Pu =: 











8 7 u 0.25 0,9 | 4 9 I 
m— 1 0 0,3074 0,4240 0,9802 1.0956 1,6530 z 
3 0 0,2658 0,3273 0,3781 0,4465 0,4836 0,6366 
7 0 0,2509 0,2567 0,2583 0,2299 0,2203 0,2122 
7 0 0,2016 0,2046 0,1852 0,1440 0.1346 0.1273 
9 0 0,1768 0,1659 0,1591 0,1029 0,0961 0,0910 
11 0 0,1560 0,1367 0,1059 0,0798 0,0747 0,0707 


beweisen, daß die Koeifizienten c„ in Gl. (14) so gewählt werden können, daß für 
ı<s<S<» näherungsweise'), aber beliebig genau folgende Gleichung gilt: 


MM - 7 1 


r ı 6 J\ N m . 1 ng 
2/ayss—1l1=ı8inß) + SZ m Bin re» (1), 


> 
+) 


vorausgeseizt, daß wir für m ungerade Werte wählen und m, > 3 hipreichend groß ist. 
Die Koeffizienten c, sind vorläufig noch unbekannt. Durch zahlenmäßige Berechnung 
beider Seiten von Gl. (15) für verschiedene Werte von s können wir die Koeffizienten c,. 
bestimmen (Interpolationsverfahren). 

Die bei der durch Gl. (15) angegebenen Geschwindigkeit v, sin ö des Tragflügels 
entstehende Unstetigkeitsfläche ist nach Gl. (14) bekannt: sie besitzt die Unstetigkeit 


e) ) 


\ 
d 


m==n m 

\ l og /1 

wi) = 5 (y ui er A 
ya md ” 


Wir geben hier folgende (ziemlich ungenaue) Näherungslösung an: 
| ' /ı\° ı\ fat 
u(a) = + 1,433 ( — 3,011 () + 1,578 (] ) 
/ e ? [gi “ 


Diese Unstetigkeitsfläche und die 

| ihr entsprechende Geschwindigkeit |rechte 
09 Seite von Gl. (15)] sind in Abb. s ge- 
zeichnet. Zum Vergleich ist die Pa- 
rabel der konstant beschleunigten Be- 
wegung [linke Seite von Gl. (15)] und 
die für 1 <«<2 nach S 3 genau be- 
kannte Unstetigkeit der bei dieser Ge- 
schwindigkeit entstehenden Unstetigkeits- 
re. fläche dort angegeben. Die prozen- 
ung) tuellen Abweichungen der näherungs- 
weise angenommenen Geschwindigkeit 
[Gl. (15) rechte Seite] von der gege- 
benen, konstant beschleunigten Geschwin- 
digkeit [Gl. (15) linke Seitel sind in 





“7. folgender Zahlentafel gezeigt’). Auch 
Bi die Abweichungen der näherungsweise 
| berechneten Unstetigkeit von der für 
7 0 <(@ — s)<1 für beschleunigte Be- 
Eiern. ARERE. wegung genau ermittelten sind dort an- 
gegeben 
I) Um diese Gleichung zu erhalten, mußte 1 für 1<s<S<Z x durch eine Potenzreihe von 
8 


l/s ersetzt werden, was näherungsweise, aber beliebig genau durch eine hinreichend große Anzahl von 
Potenrzen von 1 s möglich ist. 

Jene Werte von 8, die zur Bereehnung der Koeifiz’enten cm verwendet worden sind und bei 
welchen folglich der Unterschied verschwindet, sind durch eine durehgestrichene Null gekennzeichnet, 
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s— 9 | 0 0,25 0,5 1 N 9 © 
Unterschiede von % sin? in vH | 9 — 2,3 — 1,6 “4 “ — (0,5 0 

a — 9 | 0 0,25 0,5 0,75 1 
Unterschiede von u (a) invH.. | 0 — 2,45 — (0,56 + 0,83 + 1,66 


5. Näherungslösung für konstante Geschwindigkeit. Wir setzen s, — 0 und 
für sZ0: v»,sin®= vw, —konst. und haben die Integralgleichung zu lösen |vergl. Gl. (8)|: 


v= un [" nee HE ER: 


Wir haben in $ 4 eine Lösung gefunden, welche dieser Integralgleichung für 
0<s<1 genügt. Diese Lösung bezeichnen wir mit u, (@); sie gibt uns die Größe der 
Unstetigkeit für 0<«<1. Um u(«) auch für größere Werte von « zu finden, schreiben 
wir: 


s — (a 


1 s 

/1 . - \ fi +ı-a \ ı" 

V N Vs —a 
) 


Das erste Integral der rechten Seite ist dann nach obigem bekannt. Wir suchen jetzt 
die Funktion «us («), welche Gl. (17) genügt und die uns die Größe der Unstetigkeit für 
1<a<o angibt. 

Es läßt sich nun mit Hilfe der Reihenentwicklungen Gl. (15) zeigen, daß bei ent- 
sprechender Wahl der Koeffizienten c, für 1<sz=8 <» näherungsweise!), aber beliebig 
genau folgende Gleichung gilt |vergl. Gl. (14)|: 

| 


pn Vi N m my 
1-8 — 1a , . 
a) rn 1/r | ty («) d & — 2 Cm (v, sın P)m ® ® ® " \ 18), 
2 ın ” 
() 

Aorausgesetzt, daß wir für m un- rg EHE aa a 3 | Ba 5 
z : 1? . | 
gerade Werte wählen und m, >3 | | 


hinreichend groß ist. Die Be- 
stimmung der vorläufig noch 
unbekannten Koeffizienten c,, 
geschieht durch ein Interpola- 
tionsverfahren, das dem in S4 


Un 3/7 p: kon } r. Un 





angegebenen ähnlich ist. Mähe SER... 4 
Nach Gl. (18) und Gl. (14) 7 








können wir nun für die bei | 7 PER 
. . a — sump!Iole\ 

konstanter Geschwindiekeit ent- | RER dh | 
stehende Unstetigkeitsfläche für | 
| 





Pi b 7 @ vy s inf 
1=<a=A< x näherungsweise 
schreiben: 
m rt 
s — N J \m ( 
u (ae) = I ou () L/«@) (19). 
m—3 
Hier sei folgende Nähe- 
rungslösung angegeben: 
u2 (e) = [1,1328 () 1/0)? 
— 0,4883 (V 1/e)?] 
Die dieser Unstetigkeitsfläche entsprechende Geschwindigkeit |rechte Seite von Gl. (18)| 
stimmt bis etwa s— 7 gut mit der durch die linke Seite von Gl. (15) gegebenen überein. 


Die prozentuellen Abweichungen beider Geschwindigkeiten sind in folgender Zahlentaiel 
angegeben (vergl. auch Abb. 9). 
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Abb. 9. 





8 — | 1 1.25 1.5 1 5 10 W 





Unterschiede von v, sin 3 in vH | - + 0,18 + 0,27 0,00 ® + 2,89 + 16,8 


I) vergl. Fußnote 1, S. 24. 
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| — ———— Um die große Empfind- 
lichkeit der sich von der Kante 
ablösenden Unstetigekeitsfläche 
gegenüber geringen Aenderun- 
gen der Geschwindigkeit zu 
zeigen, haben wir in Abb. 10 
noch einige Geschwindigkeiten 
0 ıungenaue Näherungslösungen ') 
von Gl. (18)| und die bei diesen 
Geschwindigkeiten entstehenden 
Unstetigkeitsflächen dargestellt. 














Wir untersuchen jetzt, 
welche Geschwindigkeit v, sin 
des Tragflügels einem an der 
Abflugstelle entstehenden Po- 
tentialwirbel entspricht. Zu 
| | bag diesem Zweck setzen wir: 
weh SYE0 7 & 4 > Ö As 


Abb. 10. lim [u («a)de=}% 
\ 0 


S$ 





ı) 


für alle anderen Werte von « sei u(@)—0. Dann gilt nach Gl. (S) mit —=0: 
A 

1 +2, P . 

| lim Jule) da 

ß N As 0 


v) 
also v,sin?=y/aVı-+ ı/s. 

Es entsteht daher z. B. in einer reibungsfreien, unzusammendrückbaren Flüssigkeit 
ein Potentialwirbel, wenn sich eine ebene Platte mit gerundeter Vorderkante bei ursprüng- 
licher Ruhe in der Flüssigkeit mit einer Geschwindigkeit bewegt, die zumindest bei Beginn 
der Bewegung (s = 0) der Gleichung entspricht: 


/ 
ua. =. 3. (20) 
(ist eine beliebige Konstante. Der Änstellwinkel der Platte ist dabei zeitlich konstant gedacht. 
Da die durch einen Potentialwirbe! bedingte Bewegungsenergie der Flüssigkeit 
unendlich groß ist, hat dieses Beispiel nur theoretischen Wert. 


6. Die Kraftwirkung auf einen bewegten Körper beim Vorhandensein von 
Wirbeln (nicht-stationäres räumliches Problem). In einem mit reibungsfreier un- 
zusammendrückbarer Flüssigkeit erfüllten, unendiich ausgedehnten Raum seien im Endlichen 
ein Körper und n Wirbelfäden vorhanden. Diese im Endlichen liegenden Wirbelfäden 
müssen entweder in sich geschlossen sein, oder an der Körperoberfläche enden. Wir 
setzen die Flüssigkeitsbewegung als drehungsfrei und mit Ausnahme der Wirbelfäden als 
stetig voraus. Im Unendlichen bewege sich die Flüssigkeit zeitlich konstant nach Art 
einer Parallelstrrömung; der Körper bewege sich beliebig. Von dem Vorhandensein eines 
Kraftfeldes werde abgesehen. 

Wir denken uns durch eine im Unendlichen liegende, geschlossene Fläche F', eine 
bestimmte (zeitlich immer dieselbe) Flüssigkeitsmasse für unsere Betrachtung heraus- 
geschnitten. Ferner scheiden wir alle sich unstetig bewegenden Teile der Flüssigkeit, 
also alle Wirbelfäden, durch die Flächen F, (F\, Fa...) vom betrachteten Teil der 
Flüssigkeit. Die Oberfläche des Körpers bezeichnen wir mit F-. Durch die Flächen 
F, (Fy', Fa...) machen wir den Raum einfach zusammenhängend. 

Vom Flüssigkeitsdruck an den Flächen F',,F- und F, erfährt der betrachtete Teil 
der Flüssigkeit eine Kraftwirkung ®B?), die gegeben ist durch: 


y e | “ « ; 
?=-Ipai—Ipat— pdY br, fe 1 ie A (21). 
FF F. IF 
Um diese »ungenauen Näherungslösungen« zu erhalten, wurde — entgegen dem Gültig- 
keitsbereich von Gl. (18) — zur Bestimmung der Koeffizienten c„ nach Gl. (18) auch der Punkts= % 
herangezogen. — *) Vektoren sind mit deutschen Buchstaben bezeichnet. 


PREIS, NP BACH. [2 See 
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1 


Wir haben uns dabei die Differentiale df vom betrachteten Raum nach außen gerichtet 
gedacht. 

Diese Kraft hat eine zeitliche Aenderung der Bewegungsgröße ®B des brtrachteten 
Teiles der Flüssigkeit zur Folge Da die Oberflächen dieses Teiles der Flüssigkeit im 
Verlauf der Zeit ihre Lage und Form ändern, wenden wir (für die substantielle Aende- 
rung) den Stokesschen Operator an und schreiben: 

: DB 

Y Dt 
Bezeichnet (v das Volumen eines Flüssigkeitsteilchens, so erhalten wir mit v=gradg 
und dem Gausschen Integralsatz: 


s) Bie-jenteän— net. +[wai+{pai. a (23). 


Fog .+ZFr IR 


Bezeichnen wir die Kraft, die der Körper erfährt, mit D-: 


S-—(pdf 


F„ 


* ”. GO y ” . £} f 
und setzen wir für p = (— z . ) so gilt mit Gl. (21), (22), (23): 
( ‘ 


En », v2 f BI h _ 2? 
le P- + ot +5 )at+e pdi fee 5J° 


IF, Fu F.+ZF 


Lassen wir die Flächen F\, die Wirbelflächen unendlich knapp umschließen, und 
lassen wir die Flächen F\' bis zu den Wirbelfäden selbst reichen, so verschwindet, wie 
eine Grenzbetrachtung zeigt, das zweite und letzte Integral der rechten Seite dieser Glei- 
chung. Da ferner die von Wirbeliäden und Körper bedingte Geschwindigkeit im Unend- 
lichen unendlich klein dritter Ordnung wird’), ist 


2 2 
f A fai=o 
2 2 - 


Fo Ey 
V„ bedeutet hierin die nach Annahme örtlich und zeitlich konstante Geschwindigkeit 
im Unendlichen. 

Wir erhalten also: 


\ ( I Ri E 
lo = -+[ ai 2." di — — [wat 


Fo F.+2F) 


[9 dr 


7 
F, 


t/ w 


Wir sehen aus dieser Gleichung, daß die Wirkung des Körpers auf die Flüssigkeit in 
einer vom Flüssigkeitsdruck herrührenden Kraft auf die unendlich ferne Grenzfläche F„ 
(das erste Integral der rechten Seite) und in einer zeitlichen Aenderung der Bewegungs- 
größe der Flüssigkeit (die beiden letzten Integrale der rechten Seite) besteht. Beide 
Wirkungen sind im allgemeinen von endlicher Größe. Da jedoch die von Wirbeliäden 
und Körper bedingte Geschwindigkeit, wie bereits bemerkt, im Unendlichen unendlich 


klein dritter Ordnung wird, gilt: [& ri | dt 
( — Y A 


ot 
Fy Fy 
Wir erhalten also als Kraftwirkung auf den Körper: 
Pain D [ E 
De — 0 a ae a a ne 
1 7 pa| ) 
F,+2F, 


7. Anwendungsbeispiel. Wir wollen jetzt die Strömung als eben voraussetzen. 
Die Zirkulation in einer Kurve, die alle Wirbelfäden und den Körper umschließt, sei 
Null. In diesem Falle gilt Gl. (24) in unveränderter Form. 
Wir denken uns die gesamte Strömung aus zwei Teilströmungen überlagert: 
1. Der stetigen zirkulationsfreien Strömung des unendlichen Parallelstromes um 
den ruhend gedachten Körper. Geschwindigkeit und Potential dieser Strö- 


mung nennen wir bezw. b, und ,. 


), Helmholtz, Journal f. reine u, angew, Math., Bd, 55. 1858, S. 46, 
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2 Wagner, Dynamischer Auftrieb von Tragflügeln 
2. Der Strömung, welche bei ruhend gedachter Flüssigkeit im Unendlichen 
der (reschwindigkeit des Körpers, der Zirkulation um den Körper und dem Vor- 
handensein der Wirbelfäden entspricht. Geschwindigkeit und Potential dieser 
Strömung bezeichnen wir bezw. mit vb. und 4%... 
Wir wollen jetzt noch im besonderen annehmen, daß der Körper sich nicht drehe 
(eine reine Translationsbewegung ausführe) und daß die Wirbelfäden unendlich weit vom 
Körper entfernt seien. 
Wir setzen in Gl. (24) y=9, +4 


\ I : - D - D 2 ’ D y r 2 
l/o 1. f Adt-— ( dt “ |‘ e dr - K aY . 25). 
> SR Pb Di) I« pı)? Dt, / \ 
SR F_ SR 
Da y,' an den Flächen #, stetig ist, gilt 
2 a0de , U TE 
y, dt 0, folelich auch gg. di =0. 
D 
vr SH 


Da v, als zeitlich konstant voransrzesetzt ist, verschwindet entsprechend der An- 
nahme, daß die Wirbelfäden unendlich weit vom Körper entfernt sind, auch das erste 
Integral der rechten Seite: 

. In, at — U, 
Dt, 

Die Flächen F\, können zu jeder Zeit beliebig gewählt werden, sie müssen nur 
den Raum einfach zusammenhängend machen. Wir wollen nun für den ganzen zeitlichen 
Verlauf der Bewegung alle Flächen F, von einem bestimmten Punkt des Körpers 
ausgehen lassen. Würden wir vom Körper voraussetzen, daß er sich mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegte, dann würde das Potential q,. an allen Stellen der Körperober- 
fläche im ganzen Verlauf der Zeit (bis auf eine beliebige, örtlich konstante Größe) einen 
zeitlich konstanten Wert besitzen und 

D 


Dt, 
F 


Io „dt 


würde Null ergeben. Bewegt sich der Körper jedoch beschleunigt, so ergibt dieses In- 

tegral die der Beschleunigung proportionale, ibr 

nr entgegengesetzt gerichtete Kraft, die der überall 

» stetigen und drehungsfreien Bewegung der Flüssig- 

/ | keit bei beschleunigter Bewegung des Körpers 

PL entspricht. Diese bei gegebener Kontur prin- 

ac zipiell berechenbare Kraft bezeichnen wir mit WB». 

Wir formen jetzt das letzte Integral der 

LE; rechten Seite von G!. (25) um. qg„ ist an den 

N Flächen F\ unstetig; es ist an der einen Seite 

I / der Flächen um /,, größer wie an der anderen 
un ri (vergl. Abb. #1). Folglich 


D . md vorn D a; 
Abb. 11. au I1.di = rer T 





x me 


2» 23 eh 
Sr IF 


Bezeichnet v,„ die relative Geschwindigkeit zwischen dem Wirbelfaden rn und dem 
Körper, und 3 den Abstand der beiden Parallelebenen, zwischen welchen wir uns die 
ebene Strömung stattfindend denken, so ist: 


BI 
u = 'r v ı |» 
Dt h) - 
Bezeichnet vd, die absolute Geschwindigkeit des Wirbelfadens n, so gilt nach dem Helm- 


holtzschen Satz für die ebene Bewegung von Wirbelfäden in unendlich ausgedehnter 
Flüssigkeit ST, =b,XT,. 


Ist v- die Geschwindigkeit des Körpers, so gilt ,„—=t, — t-, folglich 
ST, lv.l=-ßhl, — U) FT, 
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Bezeichnet /- die Zirkula ion in einer Kurve, welche nur den Körper umschließt, so gilt 


laut Voraussetzung a 
Wir erhalten damit nach Gl. (25) 
ee, + ll —v.): -» >» 2 2.2 27% (90) 
Bewegt sich im besonderen der Körper mit konstanter Geschwindigkeit und be- 
zeichnen wir mit P- die Größe der Kraft P- pro Längeneinheit des Körpers (P- — Auf- 


triebsdichte) und bezeichnet v, die Größe der relativen Geschwindigkeit zwischen dem 
Körper und den Flüssigkeitsteilchen im Unendlichen, so erhalten wir: 


en 


P- steht senkrecht auf die Richtung von v,.. v, stellt gleichzeitig die relative Geschwin- 
digkeit zwischen dem Körper und dem »Schwerpunkt« (nach Helmholtz) der vorhan 
denen Wirbelfäden dar. 


8. Auftrieb der ebenen Platte mit kleinem Anstellwinkel. Zu ermitteln ist 


die Kraft pp { 
V-—= — op E dr, 
Dt, 
er l Fi 


wobei g das Potential der in Abb. 4 dargestellten Strömung ist. Als Fläche 7, wählen 
wir die Unstetigkeitsfläche. 

Wir bezeichnen nun mit g, das Potential der stetigen zirkulationsfreien Flüssig- 
keitsbewegung um die mit der Geschwindigkeit », bewegte Platte bei ruhender Flüssig- 
keit im Unendlichen; ferner bezeichnen wir mit 9, das Potential der Strömung, die bei 
rubender Platte und ruhender Flüssigkeit im Unendlichen dem Vorhandensein der Unstetig- 
keitsfläche und der Zirkulation um die Platte entspricht (vergl. Abb. 3). Da durch die 
Superposition dieser beiden Strömungen die in Abb. 4 dargestellte Strömung entstebt, 
schreiben wir für g Yı +92 und erhalten: 


PT .. RT £ ‘ N “ 
I- — eo, [mai Jedi 0 Gr 1} 
FH FR) F_+F, 
Wir denken uns also die bei der unstetigen Flüssigkeitsbewegung auf die Platte ausgeübte 
Kraft ®- aus zwei Teilkräften bestehend; aus der Teilkraft ®, (dem ersten Integral der 
rechten Seite) und der Teilkraft I (dem zweiten Integral der rechten Seite). 
Zuerst berechnen wir %,. Da 9%, zu beiden Seiten der Fläche #, den gleichen 


Wert hat, ist r ' D { i 
jndi=0 und [pıaf=0. 
Dt 
F,' F} 
Das stetige Geschwindigkeitsfeld um die Platte, also auch das Potential Yı ist bekannt. 
Wir erhalten für den Betrag der Teilkraft ®B,: 


D e D i „d(v, sin B) 
ImRıS Ir d| =o (ab’v,sinp)=onrb‘ : B ar. AB 
Dt, “Dt dt 
F- 
Die Richtung von ®, ist senkrecht zur Plattenoberfläche. 
Diese Teilkraft ®, ist ebenso groß wie die Kraft, die v pi 


bei der stetigen Flüssigkeitsbewegung auf die mit zeit- 
lich veränderlicher Geschwindigkeit », sin # bewegte 
Platte ausgeübt wird. 

Wir gehen jetzt zur Ermittlung der Teilkraft \ 
über. Dazu betrachten wir zuerst folgende ebene 
Strömung (Abb. 12). 

Um die ruhende kreiszylindrische Kontur F'% vom 
Radius b sei eine Zirkulation von der Größe — / vor- 
handen; im Abstand X, vom Mittelpunkt der Kontur 1Y / 
befinde sich ein Wirbelfaden mit der Zirkulation +J N } 
Wir bezeichnen mit P; das Geschwindigkeitspotential. 4 Fr 
Gesucht ist das Integral 








r ‚ MHA4 


Fx Abb. 12. 
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Wir denken uns den Zylinder von bewegter Flüssigkeit re um die Grenzbedin- 


gung an der Kontur zu wahren, nehmen wir an der Stelle X, = Yı = 0 einen Wirbel- 
Xo" 
faden mit der Zirkulation — J' an. Da die Kontur als ruhend vorausgesetzt ist, ist die 


Bewegungsgröße 3 der innerhalb der Kontur sich befindenden Flüssigkeitsmasse: dB — 0. 
Andererseits ist die Bewegungsgröße durch das Integral gegeben (bezüglich der Bezeich- 


nungen s. Abb. 12): on i ' i ‘ 
d=0=—e/bsdi-e| Pat, 
F F’ 
Daraus folgt, daß f® Ai 
3 | 
Fr 


parallel zur Y-Achse liegt. Der Betrag des Integrals ist 


fe af = Ib .. Aı) —— N(b > ) . . . . 6. . (30). 


X) 
Fk 
Bezeichnen wir mit ";, die Größe von P; an den Punkten P’' der Kreiskontur, so 
können wir den Betrag des Integrals auch in der Weise anschreiben: 


—— 


D; af = [®. K d X, 


“ 
, 
+5 


Fg 

Wir bilden nun die Strömung um die Kreiskontur mit Hilfe von Gl. (2) konform 

ab in eine Strömung um die ebene Platte. Der Wirbelfaden befindet sich dann im System 

der Platte an der Stelle 2 =%, y=0, die der Stelle X= X,, Y=0 des Systems der 
Kreiskontur entspricht. 

Da bei der konformen Abbildung eines Kreiszylinders in eine Platte nach Gl. (2) 


\ 


den Punkten P (x, y= 0) der Plattenoberfläche die Punkte P(X—ıx, Y= Vb: — x”) der 
Zvlinderoberfläche entsprechen, hat das Potential y;, an den A der Plattenoberfläche 
den gleichen Wert wie das Potential ®,;, an den Punkten gleieher Abszisse (x — X) der 
Zylinderoberfläche; folglich ist 


} 


2 I®sx dAX = 200 dx. 


+! 7b 


[mai == fe: at =-r(b-2). 
F, 


F7 
Reicht die Fläche F,' (Abb. 12) von =D bis em so ist 


‚jet (a ). ern De 


Die Richtung des Integrals u is Seite ist nach Vorhergehendem die y-Richtung. 
Bewegt sich die Platte in Abb. 12 mit einer Geschwindigkeit v, nach links, so wird 
bei Verwendung von by (31) und " (4): 


mei =—  (gsai Re RE... 
dav c 


+ F, ) F ‚+F ) \ xo? —d? 


Folglich |mit Gl. (30), 


Ist nicht ein W ne REN eine Unstetigkeitsfläche auf der & Achse vorhanden, 
so fassen wir diese Unstetigkeitsfläche als geschlossene Reihe von Wiırbelfäden mit der 
Zirkulation d/'=u(e) d« auf. Das Potential 4; der durch diese Unstetigkeitsfläche be- 
dineten Strömung läßt sich nun durch die Summe der Potentiale der durch dıe einzelnen 
Wirbelfäden bedingten Strömungen darstellen. Da alle diese Wirbelfäden sich relativ zur 
Platte mit der Geschwindigkeit v, bewegen, erhalten wir mit den in Abb. 4 angegebenen 
Bezeichnungen für den Betrag von \: 

so 
r | 
A 2 er ‚di = u, | ,—a,+! 


. Ve-a +(8 — 0)‘ 
F.+ FF} s 


ula da 
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und nach einer Umformung: 


N N 


> / 
ee 0%, Vil+s—au u («) de — ! 0% [ 


Vs — & . Ve — a) + 8 — u)® 
So 


ula)da 


Betrachten wir im besonderen die Unstetigkeitstläche, die sich bei der Bewegung der 
Platte von der Kante K ablöst, so erhalten wir nach Gl. (8): 


N 


A=novw'sinp — 'aov 


ula)da 
x ef ö 


(32). 
. Vs —- u)+(s— a)? 
Wir erhalten also mit Gl. (28) (29) (32) für den Betrag der Tragilügelkraft ®B-: 


. Ei “| 
! (tp» sin 9) 


dt 


ula)da 


{ o . 
P-= P,+A—n/40 +20 sind—non| (33). 


2 
. 8 — (a) + (8 — a)? 
$ 


Durch diese Gleiehung ist, in Verbindung mit Gl. (8), bei gegebenem v, sin $ oder ge- 
gebenem «(«) die auf die Platte wirkende Kraft bekannt. 

Für die durch Gl. (12) definierten Geschwindigkeiten (v, sin 3), sind die Teilkräfte A 
in Zahlentafel II eingetragen. Auch für die Bewegung des Tragflügels mit konstanter 
Geschwindigkeit, für konstant beschleunigte Bewegung und für die Bewegung entsprechend 
sl. (20) wurden die Teilkräfte A berechnet; einige Zahlenwerte seien hier angegeben 
(vergl. auch Abb. 5, 6, 8 und 9). 


Zahlentafel II. 
A 

















2brovy,* sin $ 
gSI—- n= 0 0.25 0,5 | { 9 ” 
(p sin B)ı | 0.5 0,5384 0,5713 0,6242 0,7797 - 0,8667 | 
(vp sin P)3 0,5 0,9405 0,5778 0,6411 0,8263 0,9131 1 
(vp sin P)5 0,5 0,5427 0,5846 0.6582 0,8607 0,9372 | 
vsind= (dp sin Br 0.D 0,5450 0,5916 0,6744 0.8796 0,9452 1 
Vs —- 0,5 0,5486 0,5764 0.6202 0,7769 0,8688 1 
1 | 2 
] 1 «L 0.9 0,6 0,666, 0,75 0,9 0,95 1 
Ss — 5 
_—-H= 0 0,25 0,5 1 2 > | 10 n 
vo = konst,. 0,5 0.5557 0.6006 0,6693 0,7582 0.8745 0.9321 N 
2 
%»sind= / | 
] 1+ 0,5 0,6 0,6667 0,75 0,8333 0,9167 0,9545 N 
u 





Die in S4 und S5 für »,sinß= 2/z Vs—ı und v, sin % = konst. berechneten 
Funktionen «(«@) sind, wie wir bemerkt haben, ungenau. Diese Ungenauigkeiten haben 
jedoch nur wenig Einfluß auf die Berechnung der Teilkraft A nach Gl. (32), da be- 
sonders für größere Werte von s das zweite Glied der rechten Seite von Gl. (32) klein 
ist gegenüber dem exakt berechenbaren ersten Glied. 


9, Einfluß der Zähigkeit. Die Zirkulationstheorie ergibt bezüglich des Auftriebes 
Werte, die sıch bei kleinen Anstellwinkeln der Tragflügel gut den Versuchsergebnissen 
annähern Es sei hier noch e'ne Forderung erwähnt, die wir an die Formgebung eines 
Tragflügels stellen müssen, damit auch bei der Bewegung des Tragflügels in wirklicher 
(zäher) Flüssigkeit sich eine Strömung einstellt, die der berechneten ähnlich ist und so bei 
großen Auftriebsk'äften einen geringen Widerstand ergibt. 

Nach der Prandtlschen Grenzschichtentheorie löst sich bald nach einem Druck- 
minimum die Strömung von der Öberfläche eines Körpers ab. Würde sowohl an der 
Oberseite wie auch an der Unterseite des Tragflügels ein Druckminimum vorhanden sein, 
so würde sich die Strömung an der Oberseite und an der Unterseite vom Tragflügel ab- 
lösen und die Hinterkante würde sich in einem Raum mit nur schwach bewegter Flüssigkeit 
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(Totraum) befinden. Sie kann in diesem Fall nicht mehr maßgebend sein für die Strömungs- 
vorgänge und es wird sich eine mit geringerem Auftrieb und größerem Widerstand 
verbundene Strömung einstellen. 

Da ein Druckminimum am Tragflügel unvermeidlich ist, wenn dieser überhaupt 
eine Kraftwirkung erfahren soll, muß ein Tragflügel so geformt sein, daß nur an seiner 
Oberseite ein Druckminimum vorhanden ist!). 

Die an der Oberseite des Tragllügels entstehende Wirbelschicht zerfällt, wie Versuche 
zeigen‘), in Wirbelfaden ähnliche Gebilde. Diese Wirbelbildungen lassen sich durch die 
Theorie der Bewegung der reibungsfreien Flüssigkeit um einen Körper mit einer hi 
Kante nicht erklären. | 





EN re Be 


10. Momentengleichung. Auf Anregung von Hrn. v. Mises habe ich noch den 
Angrifispunkt der Tragfıügelkraft beim nichtstationären Problem berechnet. 
Wir betrachten einen unendlich ausgedehnten, von Flüssigkeit erfüllten Raum, in 





Pe \ 2 an rt 


welchem ein Körper vorhanden ist. Bezüglich der physikalischen Eigenschaften und des 
Bewegungszustandes der Flüssigkeit machen wir wieder die Annahmen, die wir in den 1 
beiden ersten Absätzen des S 6 besprochen haben. Wir behalten auch die in S 6 gewählten | j 
Bezeichnungen bei. Wir nehmen jedoch außerdem an, daß die Flüssigkeit im Unend- E 
lichen ruhe (vb, = 0). e 
Bezeichnet ZL irgend einen im Raum ruhenden Punkt, auf den wir das Moment R 

der Bewegungsgröße (den Drall) D, der von den Flächen F und F-°) begrenzten Flüssig- Ä 
keitsmasse beziehen, so gilt für die zeitliche Aenderung dieses Dralls: P 
ie. PR FREE RE REN RE ; ©: ı i 

Dt ’ 


Hierin bedeutet WI, das Moment der äußeren Kräfte (Flüssigkeitsdruck an den Flächen 
F, und F-) bezüglich des Punktes Z. 

(sibt der auf Z bezogene Radiusvektor ı die Lagen der einzelnen Flüssigkeitsteilchen, 
so berechnet sich der Drall mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes zu 


4 





D,= e| [t v| dv= o| [Ir grad y] dv ; 
- 
n RE ER 
dı=e[9 kafl+efpolail ah ‚ (85) | 
F F_ IN Hp ’ 
.. . n 
Wir haben uns dabei (wie in S 6) die Differentiale d | vom betrachteten Raum nach außen 
gerichtet gedacht. 1 
Bezeichnet nun wieder P- die vom Flüssigkeitsdruck auf den Körper ausgeübte 1 
Kraft, bezeichnet ferner t- einen Radiusvektor, der vom Punkt Z zur Wirkungslinie von 
"- geht, so können wir für Wi, schreiben; | 
Me — [t: P1—|plrai] ie 
F 3 
9 ” ' H 
U v : : 4 
Mit p=—o | 4 -H -) und bei Beachtung von Gl. (34), (35), (36) erhalten wir nun: i 
Oo < Ü 
® 
{ An Op vr Df i D f_..;n ’ 
® 1/o |\r- B-| = ( ran — rar — X rat! } 
. o [t- P-) +[ Ye 3A ad Ba 5 ad a 2 E 
F F F.H-IF “ 
.o I . n 3 


‘E 


Da v an der unendlich fernen Grenzfläche entsprechend den Annahmen unendlich klein 
3. Ordnung ist, läßt sich beweisen, daß 


ea ; ER Df. 
IE rtdn= 0 und daß [ Frai— |rltail= Ö, 
ot Dt, 


ta 


q 
E% 
en / 


4 
x 
= 
R| 
5, 


2 
N er N & 
) Prandtl, Verh. d. III intern. Math.-Kong., Heidelberg 1904, Abb. 5 und 6. 
®) Prandtl, Jahrh. d. Luft-Fahrzeug-Ges. 1912/13, Abb. 4 und 5. 
3) Obwohl es nicht ganz exakt ist, lassen wir der übersichtlichen Darstellung halber die Flächen ä 
F„ (welehe die sich unstetig bewegenden Teile der Flüssigkeit, also die Wirbelfäden, vom betrachteten 
Teil der Flüssigkeit scheiden) aus der Betrachtung fort und denken uns dafür die den Raum einfach 
zusammenhängend machenden Flächen F,„' bis zu den unendlich dünnen Wirbelfäden selbst reichend. 
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Wir erhalten das Resultat: 2 \ 
f 2 t-PB-]= — o en 1 San - , ;° 
F.+ ER, 


Wir wenden jetzt diese Gleichung auf die ebene Strömung um die Platte an. 
Wir legen bei der in Abb. 4 dargestellten Strömung den Ursprung des Achsenkreuzes 
in die Mitte der Platte; das Achsenkreuz bewegt sich also auch mit der Geschwindigkeit 
vd). Auf der in Richtung der ebenen Platte liegenden x Achse wählen wir den ruhenden 
Bezugspunkt Z/, dessen Abszisse wir mit &z bezeichnen; x; verringert sich pro Zeit- 
einheit um »,. 

Da die in $ 8 berechnete Tragflügelkraft P- senkrecht auf die Platte wirkt, erhalten 


wir für den Betrag des Momentes dieser Kraft um den Bezugspunkt 4°): 
a e m..r; 
r-W-I —=r-P-=p : tdf| =o « (X a)dı. 
-P-| Zu Sr rad 2:17 L )« 


F.+ F, FF! 


Hierin bedeutet y das Potential der in Abb. 4 dargestellten Strömung. Mit r- hahen wir 
den Abstand zwi-chen dem Angrıfispunkt der Kratt P- und dem Punkt Z bezeichnet. 
Schreibea wir wieder mit den Bezeicunungen des SS 9=4%ı + Ya, s0 erhalten wir: 


u 





1 fi 
l/or- P-= Ir (er. —- &2)de-+ = I»: 2: -s)de. . . . 8. 
) t 
F_ + Pr F_ E e. 
Nun ist [vergl Gl. (29)) 
er Gdıe= —azı nb’v,sinß, fr cdxe = 0 
F» a 
und, da 9, an der Fläche F, stetig ist 
In @&.—-w)de=0. x 
EE 


N 


Da sich bei der Bewegung der Platte x, und vo, sin 5 ändern, erhalten wir: 
d (v, sin 8) 


D 9 a 2 \ 
fr (&ır - x)de=nrb?v,sind —xınb: F (39). 


Dt 
PA 
Um das zweite Integral von Gl (35) zu berechnen, betrachten wir zuerst das 
Geschwindigkeitsfeld Abb. 12. Setzen wir der Kürze halber \, — \ı = 2a, so erhalten 
wir für das Potential dieser Strömung um die Kreiskontur (bezüglich der Bezeichnungen 
vergl. $S 8 und Abb. 12): 


] 
DD = en A | 
Ir 


2aY 


(X— Va? + 923? + y? — a2 


A 


Setzen wir in dieser Gleichung für Y= Vb:— X:, so erhalten wir das Potential P,; an 
der Kreiskontur. 
Für z=X gilt, wie bereits in S8 bemerkt, Ye = P;sx: daraus folgt, daß 


bh 4 /, 
[rr= dx -| D;x% za. 
> A N 


D;x ist nach obigem bekannt. Durch Ausführung der Integration erhalten wir: 


+ 
; h* 
fmese-- m (#8). 
Xo 
>» 
} . Tg p* 
Nun ist Inzaz= 2[nr2d2= —T(#—) DS FRE 
EA Br AO 


I) Bei der Auswertung des Integrals der rechten Seite müssen wir beachten, daß das Integral 
auf beide Seiten (Oberseite und Unterseite) der Flächen F- und F. zu erstrecken ist und daß dıe Flächen- 
elemente df in Gl. (37) vom betrachteten Flüssigkeitsraum nach außen gerichtet sind. 
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Wir erhalten ferner (vergl. S 8) 


Y b? / 

x. | de= a Tb - .) de a Me ae SP 
Xo 

Fp 


Da 9; auf der einen Seite der Fläche F, um /’ größer ist wie auf der anderen, ist 


. +b 
lv: (acr -c)de—I (Co —)b) (®ı BERN... ) et tg (42). 


2 
n 


F) 
Bei der Bewegung der Platte mit der Geschwindigkeit v, nach links (in Abb. 12) 
ändern sich © und &r; dementsprechend erhalten wir mit Gl. (40), (41), (42) und bei 


Beachtung von Gl. (4) Rn 
70% 
2 Vz? — b? 


D . 2 mar —b 
Dt Ir: (acı 05) de= cin - 
) 


Fatz! 


n 


Da nun bei der Strömung Abb. 4 nicht nur ein Wirbelfaden, sondern eine Unstetig- 
keitsfläche vorhanden ist, deren einzelne Wirbelfäden die Zirkulation u (@)d« besitzen 
und sich relativ zur Platte mit der Geschwindigkeit v, bewegen, erhalten wir mit den 
Bezeichnungen der Abb. 4 


D i ” e—a+ !/g ul:)da 

jr (61 = de= — CL e,| U («) da- le vr| 
Dt . ga) + (8 — a) . Vie-o) + (8 — a)? 
F . + F ar Sn So 


und nach einer Umformung des ersten Integrals der rechten Seite (wie in S 8) und bei 


jeachtung von Gl. (8) 
$ 


D a ula)da r 
fr. (ir —- aD)de= —xı no? sin dB — (—Xxı + !)' "3% (43). 
% y Ve-a)+(s— a)? 


nn u 
Setzen wir auch in Gl. (39) 2° = 1, so erhalten wir entsprechend Gl. (35), (39), (43) 
und mit den Bezeichnungen des S 8: 


»R= u: Ah+ (— Ir + 1/,) a RE (44). 


Wir können uns also beim behandelten nichtstationären Problem der Flüssigkeitsbewe- 
gung um (die ebene Platte die Kraftwirkung auf die Platte aus zwei Teilen bestehend denken: 


I. der Kraft P, Gl. (29), in jedem Augenblick im Mittelpunkt der Platte angreifend; 
2, der Kraft A Gl. (32), in jedem Augenblick auf '/, der Plattenbreite 2b von vorn 
angreifend. 


11. Drehbewegung einer Platte. Wir behandeln anhangsweise folgendes Problem: 
die ebene Platte von der Breite 2b — 1 bewege sich mit zeitlich nach Größe und Richtung 
veränderlicher Geschwindigkeit durch die Flüssigkeit und drehe sich gleichzeitig mit 
zeitlich veränderlicher Winkelgeschwindigkeit ®. Die Flüssigkeit im Unendlichen sei in 
Ruhe (», =0). Wir setzen ferner voraus, daß der Anstellwinkel der Platte, die Aende- 
rungen der Bewegungsrichtung der Piatte und die Winkelgeschwindigkeit der Platte im 
ganzen Verlauf des Bewegungsvorganges sehr (unendlich) klein sind. 

Wir bezeichnen mit M den Mittelpunkt der Platte; mit P, ist der Punkt, der in 
der Mitte zwischen M und der Vorderkante liegt, mit P, der Punkt, der in der Mitte 
zwischen M und der Hinterkante liegt, bezeichnet. Wir bezeichnen ferner (aus später 
ersichtlichen Gründen) mit v, die im allgemeinen nach Größe und Richtung zeitlich ver- 
änderliche Geschwindigkeit des Punktes P, (nicht die des Punkes M). Wir können dann 
jede beliebige Bewegung der Platte in jedem Augenblick darstellen durch: 

I. eine Translation der Platte mit der Geschwindigkeit v,, 

2. eine Drehung der Platte um den Punkt P, mit der Winkelgeschwindigkeit o. 


Den (Anstell-) Winkel zwischen der Richtung von v, und der Richtung der Platte be- 
zeichnen wir mit P. 

Bei der nichtstationären Flüssigkeitsbewegung um die so bewegte Plat’e löst sich 
(im allgemeinen) eine Unstetigkeitsfiäche von der Hinterkante der Platte ab; diese Unste- 
tigkeitsfläche berechnen wir wieder auf Grund der Bedingung, daß die Geschwindigkeit 
der Flüssigkeit an der Hinterkante in jedem Augenblick endlich ist. Zwecks Ausführung 
dieser Rechnung denken wir uns das Geschwindigkeitsfeld der Flüssigkeit in jedem Augen- 
blick durch Ueberlagerung der beiden Geschwindigkeitsfelder I und II dargestellt: 
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I nennen wir das Geschwindigkeitsfeld, das der Translation der Platte mit der 
Geschwindigkeit v, und dem Vorhandensein der Unstetigkeitsfläche und der Zir- 
kulation um die Platte entspricht; 

II nennen wir das Geschwindigkeitsfeld, das bei stetiger, zirkulations- und drehungs- 
freier Bewegung der Flüssigkeit der Drehung der Platte um den Punkt P, mit 
der Winkelgeschwindigkeit ® entspricht. 


Es läßt sich nun beweisen, daß das Geschwindigkeitsfeld II bei jedem beliebigen 
© endliche Geschwindigkeit an der Hinterkante besitzt!) (bei Drehung der Platte um 
jeden andern Punkt ist die Geschwindigkeit an der Hinterkante unendlich groß). Da 
das Geschwindigkeitsfeld II in jedem Augenblick endliche Geschwindigkeit an der Hinter- 
kante besitzt, so muß (wenn das durch die Ueberlagerung der beiden Geschwindigkeits- 
felder I und II entstehende Geschwindigkeitsfeld in jedem Augenblick endliche Geschwin- 
digkeit an der Hinterkante haben soll) auch das Geschwindigkeitsfeld I in jedem Augenblick 
endliche Geschwindigkeit an der Hinterkante besitzen. Dies ist aber dann (und nur dann) 
der Fall, wenn Gl (8) gilt. 

Bei Translation und gleichzeitiger Drehung der Platte berechnet sich also die Größe 
der Unstetigkeit « (@) der entstehenden Unstetigkeitsfläche aus der Gleichung 


: SITE 
v, sin? = m] —— ulu)do, 


s— a 
7) 


wobei »v, und £ die zu Beginn des $ 11 angegebene Bedeutung haben. Die übrigen 
Bezeichnungen sind vom $ 2 übernommen. 

Die bei dieser Flüssigkeitsbewegung auf die Platte wirkenden Kräfte und Momente 
bestimmen wir wieder nach Gl. (24) und GI. (37). Wir zerlegen das Potential g der um 
die Platte bestehenden Strömung in die beiden Potentiale gı und 93; also = 9ı + 9a. 
Und zwar bezeichne gı das Potential der stetigen, zirkulations- und drehungrfreien 
Fiüssigkeitsbewegung um die mit der Geschwindigkeit vo, bewegte und sich gleichzeitig 
mit © um den Punkt P, drehende Platte; 9, bezeichne das Potential der Strömung, die 
bei ruhender Platte dem Vorhandensein der Unstetigkeitsfläche und der Zirkulation um 
die Platte entspricht. 


Die Beıräge von Fk dx und 2 [»: ce de 


r + Fr} F+ F, 
werden durch Gl. (32) und Gl. (43) gegeben. 
Da 9ı bekannt ist?), wollen wir hier von der Durchführung der Berechnung und 


der Angabe von 
8 Fk: dx und jr x dx 


4 FF} F_+ F! 
im einzelnen absehen. 

Das Resultat läßt sich am einfachsten in folgender Weise angeben: 

Bei der behandelten Flüssigkeitsbewegurg können wir uns die Kraftwirkung auf 
die Platte aus folgenden Teilen bestehend denken: 

1. einer in P, angreifenden Kraft von der Größe 


8 


+ zov,?sinß — 0 Zar 
( 


8 


ula) d(a) 


3 
8s— a) +(s — a)? 
Vu 
d (v, sin 8) 
dt I 
. einer in der Mitte zwischen M und P, angreifenden Kraft von der Größe 


- er. 
— Als R: - 
£ arr 


. einer in M angreifenden Kraft von der Größe +! zo 


einem Drehmoment — '/ 70v, 0. 


v, und 8 haben die zu Beginn des $ 11 angegebene Beleutung. Den Drehsinn von ® 
haben wir so gewählt, daß ein positives ® ein positives $ vergrößert 437 





) Da das Geschwindiekeitsfeld II bekannt ist (vergl. Lamb, 1. c. S. 107), sei der leicht zu 
führende Beweis hier übergangen. 
2, Vergl. Lamb, 1. c. S. 107. 
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Der Eindecker als tragende Wirbelfläche. 


Von HERMANN BLENK in Berlin. ') 


ie ’randtlsche Tragilügeltheorie ‘) ersetzte bisher den Eindecker durch eine einzige 

tragende Wirbellinie und gelangte so zu praktisch recht brauchbaren Ergebnissen. 

Allerdings blieb die Theorie auf den geraden Flügel beschränkt. Schräggestellte 
und in der Flugrichtung gekrümmte Flüge! konnten mit dieser ersten Annäherung nicht 
berechnet werden; für solche Flügel muß die Verteilung des Auftriebs nach der Tiefe 
berücksichtigt werden. Für das ebene Problem hat Birnbaum’‘) den Uebergang von 
der tragenden Linie zur tragenden Fläche vollzogen. Im folgenden soll nun dieser 
Uebergang auch für das räumliche Problem ausgeführt werden. 
Dabei wird die erste Grundaufgabe: Berechnung von Strö- 
mung, Profil und Widerstand bei vorgegebener Zirkulations- 
verteilung für den geraden rechteckigen (a in Abb. 1), den 
schräggestellten bei seitlicher Berandung parallel Flugrich- 
tung (db), den Flügel in Pfeilstellung (ce) und den schiebenden 
rechteckigen Flügel (d) gelöst, wobei allerdings für die 
Durchführung der Rechnungen Reihenentwicklungen benutzt 
werden missen, deren praktischer Konvergenzbereich die 
Flügelspitzen und beim Pfeil-Eindecker auch die Knickstelle 
nicht mit umfaßt. Ferner wird die zweite Grundaufgabe: 
Bereehnung der Zirkulationsverteilung bei vorgegebenem 
Profil für einen schiebenden rechteckigen Eindecker mit 
ebenem Profil und Seitenverhältnis 6 und einen rechteckigen 
Eindecker mit gewölbtem Profil und variablem Seitenverhältnis 
Abb. 1. — letztere Aufgabe zur Prüfung der sogenannten Umrech- 

nungsiormeln der Tragflügeltheorie — behandelt. 


1. Art der Rechnung. Um die Art der durchgeführten Rechnungen, die sehr 
umständlich sind, zu erläutern, wollen wir hier nur den einfachsten Fall, den geraden 
rechteckigen Eindecker, näher durchrechnen. Wir ersetzen den Flügel durch eine kon- 
tinuierliche flächenhafte Verteilung von tragenden Wirbellinien parallel der Flügelmittel- 
linie. (Bei den schräggestellten Flügeln laufen diese Wirbellinien schräg, bei dem Flügel 
in Pfeilstellung sind sie in der Mitte geknickt.) Die Abweichungen des Flügelprofiles 
von der &-y-Ebene seien gering genug, daß — ebenso wie bei Birnbaum — die tragenden 
Wirbel im Profil durch solche in der zy-Ebene ersetzt werden dürfen (die &-Achse in 
der Flügelmittellinie nach rechts, die /-Achse in der Flugrichtung nach hinten und die 
z-Achse senkrecht zu beiden nach unten positiv gerechnet). Diese Voraussetzung ist 
gleichbedeutend mit der Annahme der Prandtlschen Tragflügeltheorie, wonach die 
Störungsgeschwindigkeiten klein gegen die Strömungsgeschwindigkeit sind. (x, y) sei 
die Zirkulation pro Einheit der Tiefe an der Stelle (x, y, 0), also 


Pin 


m 


Na) |ranar. LER Dir I- Due, KAG 


t/2 


die Zirkulationsverteilung über die Breite b), wenn ? die Tiefe des rechteckigen Flügels 


bedeutet. Zur Vereinfachung der Rechnungen benutzen wir die reduzierten Koordinaten 


- hr Yy 
& und >, ‚so daß 
z b = 2!) 


4 a 
’H 7 


Y 


| 


fr&man. re ee 27 re 
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I) Die vorliegende Arbeit ist im wesentlichen ein Auszug aus der gleichbenannten Göttinger Disser- 
tation des Verf. Referent: Prof. Dr. Prandtl. Herrn Prof. Dr. Prandtl möchte ich auch an dieser 
Stelle für die Anregung zu dieser Arbeit und die wirksame Unterstützung während derselben meinen 
herzlichsten Dank aussprechen. 

), Prandtl, Tragflüreitheorie, 1. u. 2. Mitt, Göttinger Nachr. 1918/19. 

3), Birnbaum, Das ebene Problem des schlagenden Flügels, Göttinger Diss. 1922. Vergl. auch 
diese Zeitschr., Bd. 3, S. 290 ff. 
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wird, wo nun 75,7) =t/2y(&.y) die Dimension einer Zirkulation hat. Wir wählen für 
y(<,») die elliptische Verteilung über die Breite 


‚SG mM)=nmM)Vı—# 
und als Verteilungen über die Tiefe die gleichen Funktionen, die auch Birnbaum bei 
Behandlung des ebenen Problems gerechnet hat, 


1l—n / 
Yo (n) == Go y: r i \ (a), Yo (7) zu by vı n* b), v.(n) Co N } | i 2 e). 


Nach der Prandtlschen Theorie gehen von der tragenden Wirbelfläche freie 
1.77 


Wirbellinien von der Stärke & ($)—= _ _ in der Flugrichtung nach hinten ab. Nach dem 


O2 
Biot-Savartschen Gesetz rechnet man aus y(S,7) und &(£) die Abwärtsgeschwindigkeit 
w(S$,1y) und aus dieser wieder das Profil des Flügels nach der Formel 
r] 
We 
2 — - w($, y)dn Kia Et u en Ri AI La 


wo V die Strömungsgeschwindigkeit bedeutet. Endlich findet man den Widerstand nach 
der Formel +1 +1 
b “ ® i 
W=-0 f &Ww(&,n)asa; 
-1 -] 


Bei der Tiefenverteilung (a) erhält man nach dieser Formel mit dem Widerstande auch 
die Saugkraft S, die an der Vorderkante des 
Flügels auftritt; man erhält den Widerstand 


j ‘ / 1 — 7 
allein, wenn man zunächst yo (7) — | ' 





1 + n+a 
setzt und dann mit « zur Grenze OÖ übergeht. 
Um nun :v ($, 7) zu erhalten, berechnen 
wir für einen einzelnen tragenden Faden, den 
wir in die «-Achse legen (Abb. 2), im Punkte A 
(mit den Koordinaten & und y') hinter dem 
Faden die Abwärtsgeschwindigkeit 
+b/g S 

1 ; ar 2 —e)de dy | 

AT, J 0% Ve — 2)’ +(y—y)* tor wi; Hi 

b/a () b/, 
Das Doppelintegral stammt von dem abgehenden Wirbelsystem (freie Wirbel), das einfache 
von dem tragenden Faden selbst (gebundener Wirbel). Nach Ausführung der Integration 
über y und Einführung von $ und 7 erhalten wir: 


+1 +1 B 


1 
ng Ey) ) „ 
ı SyAE , we 5 2 UA. ya)as 
uU u Sue 27 p4 AIE_ er, £I2 n'2 42/52 Ir b2 Vie. un. 12 42,12” 
u) " - - - ad E > - es T / l id - - + r t b 
— ] 


—1 —] 


"RA 4IS 


Setzen wir nun die elliptische Verteilung y = 7 Vi — #? ein, so wird: 


1 
Für "=o wird: w=yo/2b (Formel (22a) der Prandtlschen Tragflügeltheorie). Die 
beiden Zusatzvlinder führen auf elliptische Integrale, deren Berechnung wir durch eine 
besondere Art von Reihenentwicklung zu umgehen suchen. Wir beschränken uns auf 
den mittleren Teil des Flügels, so daß yı — 2? 3> / t/b ist, was olienbar umso besser erfüllt 
ist, je größer das Seitenverhältnis b/? ist. Um den Punkt A wählen wir ein Gebiet 
(£— 6, &+6) derart, daß 
Vı-2?>0d> tb U Ei 


Ir 


wird. Innerhalb des Gebietes (£ — d, £-+ö) entwickeln wir y und 7 von S aus in eine 


Taylor-Reihe; außerhalb des Gebietes entwickeln wir die Wurzel im Nenner binomisch, 
da dort (7 t/b)”" &(£— 5)’ ist. Gleichmäßige Konverganz der Reihen nehmen wir ohne 


Te we 


gen 2 . ie. EDER ng nt nn De in R . 
ra aa FREE EEE TE TEN.) Me -- un en 
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nähere Untersuchung an und integrieren. Wir erwarten nun, daß bei der Zusammensetzung 
der Integ'ale über das innere und das äußere Gebiet die Größe Ö herausfällt: Wir brechen 


die Reihen hinter den «quadratischen Gliedern ab. Dadurch fallen in den Integralen über 
/ 


FE n=717,9,... .. im 1. Integral i 
das innere Gebiet Glieder fort, die mit ( fortschreiten. 


vı-® 


Daher lassen wir in den zugehörigen Integralen über das äußere Gebiet alle Glieder 
) 


mit Vı_ gm vonn=7, bezw n=5 ab fort. In den binomischen Reihen fallen alle 


wir 


nad, 7, .+-2 2 » 


Glieder mit (2’#/b)”" von n=3 ab fort. Deshalb entwickeln wir wiederum die wahren 


Werte der zugehörigen Integrale über das innere Gebiet bis zu den quadratischen 
Gliedern in y't/b. Man erhält so: 


yo n'tya 2 1 " (1 — &9? Pr ya t 1 ( 4. 0?»2 En) 
— = — ‚In |: —— pi 

25 2noLyı_E” 12: 04 ’ 2 z 1— Er In n"3 3 ” 20°? 02) 

and 94 9 Yı-z“ " 209 Yı a 

2»? . FE u ı. 
—_E: —- 1/9? +? - 

+Vı-E(;a g öto? ayı—-E? 
Nachdem wir uns nun überzeugt haben, daß Ö tatsächlich herausfällt, vernach- 


lässigen wir auch noch die quadratischen Glieder in 7’t/b und begnügen uns mit den 
linearen. Wir erhalten dann: 


Kun 


Bı ’ 1) ’ ‚2 » 
w= yo 4 >Z% CGy7+Eniınz d TEE. :° 


Dabei bedeutet: 


ut 


” t t 1 

li S’-+-In ) K=— 
(" rw 451-531? am b? yı_ Er 
Um nun w ($&, 7) für den ganzen flächenhaften Flügel zu erhalten, ersetzen wir in (6) »/ 
durch 7 — »y' und integrieren über 7' von — 1 bis + 1, indem wir für 70 eine der drei 
Grundfunktionen einsetzen. Es ergeben sich dann für Geschwindigkeit und Profil folgende 
Formeln (tie neuen Koeffizienten ergeben sich nach (14) aus den alten): 


? 1 


Ir b? yı _& 


(7). 
Co zu 


a) [AB (£, n) = (o FA + B’n + A n?], z = au/V [A.'n + 1/g B.°n° + Is Ca’ n?] 
b) w(&,n)=b [4° + BP + D,n?l, 2=b/V |4,n + "a Bon? +" Dirt]. (8). 
co) w(£,n)= [4° + Ci n +E/ nt), ze co/V [A +! CP? + "5 En s]\ 


Ebenso werden die Rechnungen für die Flügel mit Schräg- und Pfeilstellung 
ausgeführt. Für den Flügel in Pfeilstellung muß außer (5) noch die Einschränkung 
2:teß+ntib) <(E—!), wo S>0,9°<o ist und # den Winkel der Pfeilstellung be- 
deutet, gemacht werden; damit erhalten wir auch für die Mitte des Flügels keine Ergebnisse. 


2. Ergebnisse der Rechnungen. An Stelle von (6) erhalten wir in jedem Fall 
eine Gleichung: 


w = Yo [A + B 7 -1- CH Ir D In y” r A In 7] , s ’ ‘ ° (9). 


Die Koeffizienten sind in jedem Falle andere und werden für den geraden rechteckigen 
Flügel durch den Index 0 (vergl. (7)), für den schräggestellten durch einen Querstrich, 
für den Flügel in Pfeilstellung durch einen Stern urd für den schiebenden rechteckigen 
Flügel ohne Index gekennzeichnet. Da der Winkel 5 der Schräg-, bezw. Pfeilstellung 
in der Praxis klein ist, entwickeln wir alles nach Potenzen von f und erhalten: 
r E „2 
A - 1 29 (are sin$ — ———In a], Du: yı-2& 


2nb| Vvq— 8 t gt » 
Ku } s 


t 1 
AuEE a n) 3 
2nb Yı- 


td (1 — 9) 
t 


: 29 . 4 — 
Y + (1 + 5° — ln 41-5 


2 —$°+-In ; 





1 ’ 
1 rn (1 Pr, P?) 
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4’ —= BR. E +B (? arc sin: 


2b 


E 
1+Vı—& 


) 
ı+Vı =] 


- 


» 


D* — 





1 ’ 
[7 — 2 B (are sin$- 
tb 


bi) E 
£2 
- 


Für #=0 gehen (10), (11) und (12) in (7) über. 


Bei der nun folgenden Integration über » (s. 0.) ergeben sich wiederum in jedem 
Falle dieselben Formeln, nämlich: 
a) w($,7) =a [Au +Ban + Can? 
b w(&,n)=b [A + Bon + O7? + Din?) FEERR ; :. ; ° 


\ 


co) w(&,n)=@[4A.+ Ben + C.n? + D.n?’-+ E.n*] 


Die Koeffizienten mit den Indizes a, b und c berechnen sich aus den anderen nach den 
Formeln: 


A. =n[A+B+'!:C+Dm!+ E('/s + In !,)] 
a) B.=r|\C+2D+E(2-+In /)l, („=nE 
A=nr|!y A+ D 1 1. nn lie) B, = ı\B ! Ile # -E Ile t l 1. | ; 
b) \ ! | En /s)] , + ( n !/3)| (14). 
(G=nD, Dıh=n'ksE&E 
A.=n|— IhB- I/g C+ E('; In 2 — I/ıe)|, B.=n|— D| 
c) (._=n [B— hE|, D.=n°'h;D, E.—=n\k E 


Aus (13) ergeben sich ohne weiteres die Formeln für das Profil z. Nach (3) berechnen 
wir den Widerstand und erhalten, wenn A den Auftrieb und g='/,oV’” den Staudruck 


2 
- 


bezeichnet, in allen Fällen die Formel W— — obwohl die Formeln für w am Rande 
q 


nicht mehr gelten. Dieses Ergebnis war nach dem Munkschen Staffelungssatz, wonach 
eine Aenderung der Staftelung der Auftriebsorgane auf den induzierten Widerstand ohne 
Einfluß ist, wenn nur die Auftriebsverteilung der einzelnen Teile dabei ungeändert 
bleibt, zu erwarten. 


Dieselben Rechnungen sind für den schiebenden rechteckigen Flügel auch mit den 


Zirkulationsverteilungen &®V/ı — ii (n= 1,2, 3) über die Breite ausgeführt worden. Die 
Koeffizienten sind (entsprechend n) mit einem oberen Index versehen. Zur Vereinfachung 
führen wir für die Verteiluangen und deren Ableitungen folgende Abkürzungen ein: 
I 1—27 ih 
fi Jı => fı : 


vı-_® 


fa 





— 





a 


u TE A 





re ah ee ET win 
Te en, 


ara N En ER ERTRTEEE. 


De OR Se ne ve 


EB ET ng 


> Wan en u an 


= re A ee 7 
EI a nee r 


TE 
wur ” 
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und erhalten: 


(| WARE. pP 28 — 3 (4 Farc sin@—+?2fı In cn A 2 fi) Mi fi 
2 sıb i t rt 
7 . TER 4b(1 — %) —— 132% 
cc) — ;| 2arcsins — rl o—+ In ) + .+Bn2 e 
zno"| t yı = _ 
f »‘) - N O) 
32 \ a hi ns 4b — EI, , —— 25) | (15, 
pP" Fr 2aresins— fı (2 In ) u 3 
u t Vı- ) 
t 
p“ fi, { l) = fi ' 1 + B?) 
2b ist b° 
aa Ka a u 4b(1 —E a 
42) — n (32? — !r) —B (68 — 1)aresinS+2 fr In Ze fa )| 
2nb|L t 
Ba — - fa 
ut 
3 - 5 Ei tb — 3 —48 ö 
cd) — .1—6$&aresin$ pn" (": In )+ „st Pr6Ss (16) 
2m | Yı_ 2’ > 
& Be r . 7) 4 b (1 69) 3 —— 4 =? 3 
—- 9“ \. bs arcsins + fr (> — In ) + a R 
. Tor, | 
1 f .) f „ > | 
DD“) zum fa Ei) — (1-4 7°) 
= rıb r/ ’ 4 u t 
\ 1 | ‚ FR 5 FEN ud = 
AM — — |n(4$ Bl? —2%)aresin+2f'in - 2%) | j 
Zub { 
B3) — 1 f # 
qi 
t | ’ tbı1 — $%) 105-1759 +6% j 
U | = (125° l)arc sin S Is (": In )+ ; 
2 cb° | t Vı n er" 
je 9 \ 29 a” , 15 1 =) (17). 
N Br (12 & | pP’, (125°?— 1) arc sin$ ! fs (2 — In i ) : 
102 — 179 +65 i 
na > 
Vı- 2 
DE — A „9 = — Hi 
- n en £° 3% 4 7 p2 ö t 


Die Rechnung liefert dabei folgende Werte für Auftrieb A, Moment um die x-Achse 
M,., Moment um die y-Achse M, Miderstard W und Sangkraft 8: 

















y (t) i—n / / 
nd / , / m. j 3 
Kara Yı-a nYı-n 
(b) +“ 
yvı— :° n®/40ob Vov n?:|8on Vby 0 . 
eyı & 0 0 0 f 
A i 
& yı n?/16ob Vag n?/320h V ba 0 ; 
Byı- 0 0 0 
Ei 
yı— &° - n?/16 obt Vao 0 n*/640btVco 3 
Eyı-# 0 0 0 \ 
IM; : 
2yı n?/64 0 ht Vas 0 n?/256 o bt Vcy 
& yı - &° 0 0 0 
yı— & 0 0 0 E 
syı-# n"3206"Vaı n?/64 ob? Vb, 0 | 
M, N > 
& yı— #° 0 0 0 ; 
&8yı—-# ı?/64 0b? Vag n?/128 06° Vbz 0 1 
4 
3 
“ 
x 
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) \ | r A 
} 1l—n‘ r ] 1 — n® 
h 1l+?r 
yi- y u? 8 0 ag“ ı?/32 0 by 0 
w &yı - &? n°/16 0 aı* n?/64 o0b,° 0 
er yi- e 12/32 0 as? n?/128 o b»° 0 
&> yi E& 3 n2/128 0 az“ 3 n?/512 0 ba“ 0 
) | — & 2 n/3 bit 0 ao“ (0) () 
y € 1 — &2 2 n/1l5 bit o a,“ () () 
S N 
&2 yı 52 2n/35 bit o as” () 0 
&° yi- 5 2n/653 bit o ag° 0) 0 








Die Werte ao, bo, €0, @ı,.-. by, cz sind die Zirkulationen; der Buchstabe deutet 
die Verteilung über die Tiefe, der Index die Verteilung über die Spannweite an 


3. Abweichungen der Theorie der tragenden Fläche von der Theorie der 
tragenden Linie für den geraden Eindecker. Fir den Widerstand des geraden rechtek- 
kigen Flügels liefern, wie bereits erwähnt, beide Theorieen den gleichen Wert. Wir wollen 
hier die Abweichungen in der Strömung oder im Profil betrachten. Man erhält nämlich 
auch in der Theorie der tragenden Linie ein Profil des Flügels, wenn man die Ergebnisse 
des ebenen Problems der tragenden Fläche verwendet. Als Geschwindigkeit haben wir 
dann , vermehrt um die für das entsprechende ebene Problem der tragenden Fläche 


gültige Geschwindigkeit, letztere elliptisch über die Breite verteilt! 





OT 06, 1o[ 2b ET 
a) w= "Ü ı+ Yı— — Ze vı—E?|;, 

1} - ’ 97 ’ Ä | 

2b t v2 ’L 

FT ei. 1 Pn 7T 2b > | 
bp) w—= -- +Vı— 7 —— | „+ Vı— Ertl n2| (18) 

tb u Dei vaB|2 + t The 

= 5 CO o | Co . . \ 
REP re At 
t m. 


Diese Formeln stimmen in 1. Näherung mit den Formeln der Theorie der tragenden 
Fläche überein; die Abweichungen sind von der nä-hst höheren Ordnung in f/b, und 
zwar, wenn wir mit dem Index F bezw. Z, die auf die tragende Fläche bezw. Linie be- 
züglichen Werte bezeichnen: 


1 ant | Op 8b (1 —;°) r Ä „] 
a) Fr 2 =, y -® + In \y+9) — m?" 7” 
4 yı—- HL 
1 bo t 81 — e ] 
b) sr ı=- i ( S+in ) Jen‘ | (19). 
} 89% | 1 =% £ t 


o 


| 1 ent 8 1 —&) \ \ 
0) men Y; |! +5 in )"an+ ZET, Sika | 
se yı—-—ZL r 


Abb. 3 zeigt die Profile der beiden Theorieen in den Querschnitten © — 0 und 
S=-+°/,. Die Abweichungen beider Kurven werden nach dem Rande hin größer. Wie 
weit das der Wirklichkeit entspricht oder etwa nur eine Folge der mangelnden Konvergenz 
unserer Reihen nach dem Rande hin ist, kann nicht ohne weitere Untersuchung dieser 
Konvergenz gesagt werden. 


Für den Praktiker ergeben sich aus (19) folgende Faustformeln für den zusätz- 


’ ’ ne r 1 A 
lichen Anstellwinkel /«@ und die zusätzliche Krümmung J- . wenn ,=- ... den 
14 [goV*bt 
Auftriebsbeiwert bezeichnet: 
i t 1 AM et Ca 
Ja=0,059—- co, 4— = 0,056 —-. 
b R u - 


I) vergl. Prandtl, 1. Mitt, S. 20/21 und Birnbaum, diese Zeitschr. Bd. 3, S. 292. 
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4. Verwindung des schräggestellten Flügels und des Flügels in Pfeilstellung. 
Aus dem letzten Abschnitt geht hervor, daß der senkrecht zar Flugrichtung stehende 
Flügel bei elliptischer Auftriebsverteilung eine in 1. Näherung elliptische Verwindung 
über die Breite zu erhalten hat. Soll nun die elliptische Auftriebsverteilung bei Schräg- Hi 
bezw. Pfeilstellung erhalten bleiben, so muß mit dieser eine neue entsprechende Ver- i 
windung des Flügels vorgenommen werden. Wie groß diese Verwindung sein muß, läßt [& 
sich aus den angegebenen Formeln nicht ohne weiteres entnehmen. Aus den Profilen, Er 
die für das Seitenverhältnis b/—= 6 und eine Reihe von Winkeln numerisch berechnet Ä 
wurden, läßt sich erkennen, daß die Verwindung proportional dem Winkel 5 der Schräg- 
bezw. Pfeilstellung wächst, ferner für den schräggestellten Flügel proportional & und für 
den Flügel in Pfeilstellung ungefähr proportional ('/; — S)ist. Außerdem ist klar, daß die 
Verwindung dem Anstellwinkel in erster Näherung proportional sein muß. Denn betrachten 
wir etwa eine ebene Platte mit dem Anstellwiınkel 0, so braucht sie bei Schräg- oder 
Pfeilstellune offenbar in keiner Weise verwunden zu werden, damit die Strömungsverhält- 
nisse und infolgedessen die elliptische Auftriebsverteilung, die in diesem Falle zwar überall 
0 ist, ungeändert bleıben. Die Abhängigkeit der Verwindung vom Änstellwinkel ist für 
die Praxis unangenehm, denn man kann in einem ausgeführien Flugzeuge die Verwindung 
der Flügel nicht mit dem Anstellwinkel variieren. In einem gegebenen Falle wird man 
daher die Verwindung für einen mittleren Anstellwinkel vornehmen müssen. Aus den 
numerischen Ergebnissen für das Seitenverhältnis 6 ergeben sich nun folgende Faust- 
formeln, die in der Praxis wohl brauchbar sein dürften, und zwar für die üblichen 
Profile, bei denen «, und 4, > 0, «&% < 0 und außerdem 5b, und c, klein gegen «a, sind. v4 
Der Anstellwinkel muß für den Flügel in Schrägstellung um rund 1,3% vH, für den 
Flügel in Pfeilstellung um rund 1,6 9('/; — Z) vH des geometrischen Anstellwinkels (ge- 
rechnet von der Nullauftrieb-Richtung) im betreffenden Querschnitt ohne Schräg- bezw. 
Pieilstellung vergrößert werden, wenn die positive Ecke des schräggestellten Flügels 
> 0) vorangeschoben wird und 3 den Winkel in ° bedeutet. Dann bleibt die ellip- 


tische Auftriebsverteilung über die Breite erhalten. 
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5. Der schiebende rechteckige Eindecker. Von einem Flugzeug, das sich 
nicht symmetrisen zu sich selbst gegen den Wind bewegt, sondern mit einer Ecke voran, 
sagt man: es schiebt. Wir betrachten diesen Flügel 


symmetrisch im Koordinatensystem liegend und — 
lassen die freien Wirbel nach der Seite hin ins Un- F RT | g‘ 
endliche wandern (Abb. 4). Die Rechnungen liefern | | 


zunächst wenig Unterschied gegenüber dem schräg- | 
gestellten Flügel bei seitlicher Berandung parallel 
Flugrichtung. Berechnen wir, wie unter 1 ange- dan 
geben, die Geschwindigkeit w, so tritt als wesent- Abb. 4. 
licher Beitrag das Integral auf: 
l 

Yo En Yo | #1 

znb 2rnb, Vi DI 2 — n'tdtgß 
1 


Nun ist: J=7 für S4+'t/btgß — 1 
= +n't/bte B u . 
und -a|ı Ss „tbtgP >1. 
VeE+ntbtgß?—1J 


Für den weitaus größten Teil des Flügels gilt bei kleinen Winkeln 5 der erstere 
Wert; in den in Abb. 4 schraffierten Gebieten jedoch müssen wir den zweiten Wert berück- 
sichtigen. In diesem Gebiete wird nämlich S+(7 — „')t/btgß teilweise oder ganz >11, 
wenn »' das Integrationsgebiet — I bis +- I durchläuft. Liegt also (£, ,,) in dem schraffierten 
Gebiet, so wird der von .J herrührende Beitrag zu ww (S, 


n+(2+1) hft eotg ß 


1 N £ i 4 (nr , ,tbtgß | ' Be 
prdn + ‘3 EZ: - ıdı tur Ss <0 
end) r . L_ Vi: (n— rn’) t/btgA)’ —1- 
» ‘ L i \ 
| n+(5+1)b/teotgP ( 
FAU 
n+(3—1)b/teotgß | 
1 r + (n— n)i htxr » ] % ! 2.0 u. 
| Yo a | ı wi | dı —+- yo 7 dıy iur Ss >0 \ 
zb V(2+(n— n)tptg)?—1- i . ’ \ n 
-] ’ n+( 1) teotgP? 


Denn alle gebundenen Wirbelfäden, deren abgehende freie Wirbel den Punkt (5,7) 
noch überziehen (unter Umständen nach der negativen 7 Richtung hin verlängert zu denken), 
induzieren an ihm die konstante Abwärtsgeschwindigkeit 70/25. Wir können nun einfach 
so sagen: Liegt (5,7) in dem in Abb. 4 schraffierten Gebiet, so ist zu dem mit J=n 
berechneten w (£, 7) noch 

| 


1 + (n—n')tbtg ß x 200 e 
u [x 7 dn' für &<o, 
Ve: + 


2 ' zur 
2b, i (In —n)tbtgp)‘ | 
+12 l)b/teotz 9 


n+(2—1)b/tcotg ? 
1 m 4 (r n' tbig >» ) .. “ . 
— | Y» NT dn für 2>0 


en (n—n't/big >)? — 1 


hinzuzufügen. Diese Integrale sind wieder elliptisch. Wir verzichten auf ihre Berechnung, 
da wir die dadurch erhaltene Korrektur doch nicht anbringen können, weil auch die ein- 
fache Formel für w an den Rändern des Flügels ungültig wird. Vermutlich ergeben sich 
an den Ecken sehr große Geschwindigkeiten und damit scharfe Umknickungen in den 
Profilen. 

Der schräggestellte Flügel bei seitlicher Berandung parallel az 
der Flugrichtung erfährt, wenn er nicht der Schrägstellung ent- | 
sprechend verwunden wird (vergl. 4). ein Moment um die y-Achse. g 
In Abb. 5 ist die Hälfte mit größerem Auftrieb durch +, die 


mit kleinerem Auftrieb durch — gekennzeichnet. Für den + | 
schiebenden rechteckigen Flügel gilt dasselbe, solange man auf | ' 
die beiden schraffierten Ecken nicht achtet. Das Korrektions Fe. 


glied für die Abwärtsgeschwindigkeit, welches diese Ecken 

liefern, wird nun für 50 negativ, für 2<<0O positiv; d.b. um € + 
elliptische Auftriebsverteilung zu bekommen, muß die linke Ecke 

steiler, die rechte Ecke weniger steil (vielleicht sogar steil nach Abb. 5. 
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unten) angestellt werden. Geschieht dies nicht, so liefert nun die linke Ecke weniger, 
die rechte dagegen mehr Aufırieb (Abb. 5). Es kann also nicht gesagt werden, in 
welchem Sinne das Moment um die y-Achse eines symmetrischen rechteckigen Flügels, 
der von der Seite angeblasen wird, auftritt, da wir ohne Rechnung nicht wissen, welcher 
von beiden Einflüssen überwiegt. 


6. Zweite Aufgabe für den ebenen Eindecker vom Seitenverhältnis 6. 
Für die Praxis wird stets die zweite Grundaufgabe: Bestimmung einer Auftriebsverteilung 
bei vorgegebenem Profil die wichtigere sein. Wir wollen diese Aufgabe in der Art durch- 
führen, daß wir eine Zirkulationsverteilunge mit unbestimmten Koeffizienten annehmen, für 
jede einzelne Verteilung Strömung, Profil und Widerstand wie bei Lösung der ersten 
Grundaufgabe berechnen und dann die bisher unbestimmt gelassenen Koeffizienten aus 
der Bedingung bestimmen, daß der Flügel ein vorgebenes Profil annehmen soll. Der 
Flügel nimmt das Profil an soviel Stellen genau an, als wir unbestimmte Koeffizienten 
in der Auftriebsverteilung haben. Wir nehmen nun für den schiebenden rechteckigen 
ebenen Flügel folgende Zirkulationsverteilung mit 12 Koeffizienten an: 


x | 2 " 
v=Yy1—$° do | s +bV1 „+ Col Yı- 7 ; 
-?7 


. | > 07 | “. /i ._ 7 2) 2) 1/ , 
Ss aı d -b, N „+ ch rı- u a a 3 @ ’ + by "ren vyi—n | 
' | r-? 


BEN wu 


1—n7" + any VYi1—r? 
Die Ergebnisse der nun notwendigen, der ersten Grundaufgabe entsprechenden 
Rechnungen sind unter 2 bereits angeführt. Geschwindigkeit, Profil, Auftrieb und Moment 
setzen sich linear aus den einzelnen Teilen zusammen; der Widerstand ist quadratisch in 
der Zirkulation und infolgedessen i. a. umständlich zu berechnen. Daß der Flügel eben 
sein soll, heißt nichts anderes, als daß die Geschwindigkeit :c (5,7) über den ganzen Flügel 
konstant sein soll. An 12 Stellen des Flügels ist also die Gleichung zu erfüllen: 





w (5,7) = a9 [Au + Bay + Can?) + [+ Bun + C,97?+ Don?) + co | A.+ Ben + O.n?+ D.n°+ E.n*] 
+ aı [Aa "+ Bu) 7+ CC. n°] + bi [44 + | + cı [A +. Be 
+0 [4.9+ . . ]+5[49+. . J+a[4AM+. . er 
+ a3 [Au + | +; I|49+. |+3[49+. . a 
EEE u. re ee ne Se Te a A A Se re 


Die Konstante ist dem Anstellwinkel @ proportional. Die Koeffizienten der Gl (22) 
ergeben sich vermittels (14) aus (12), (15), (16) und (17). Als die 12 Punkte, an denen 
(22) erfüllt sein soll, wählen wir die Schnitipunkte der Geraden SS +'/, 5 °% mit den 
Geraden n = 0, & '; V3. Die letzteren Werte werden gewählt, weil eine beliebige Kontur 
durch eine solehe 3. Ordnung mit denselben Tangentenwinkeln in den Punkten 7 = 0, 
+ '/, Y3 besser angenähert wird als sonst durch eine Kurve 3. Ordnung.') Die Auflösung 








lat w r , 10° 
der 12 Gleichungen liefert bei verschiedenen Werten von ? folgende Werte ( de er ) 
pe on 
2 ao N bu / Co A a /. ) bj A Cı ) a2 ) ba ) C3 ) az h ba / cz / 
0 66,8 1,16 | — 0,23 0 0 0 29,5 | — 20,5 | 7,35 0 0 u. 
0,1 66,3 1,16 —0,17 — 1,58 0,09, 1,07 29,4 | — 20,1 | 6,68 — 1,77 3,72 | — 1,95 
0,3 166,7 1,14 0,25 — 4,58 1,01 | 1,43 | 30,5 | — 20,1 | 7,30 | — 5,40 |11,4 | - 2.90 
0,5 66,5 0,48 0,29 - 7,54 | — 1,76 | 1,68 | 31,5 | — 20,0 | 7,37 | — 9,02 | 19,0 | — 3,48 





Die Zirkulationsverteilung über die Breite ist nun: 


= 66,07aVı — [1 + 0,292 


| 
+ 0,293 &? + 0,0014 8°) für = 0,1; 


* 
- 


Str 


für P=0; 


‘ 


. 


66,07 aVı — &?[ı — 0,023 


Str 


Iri 
Sr 


— 66,13 a Vı — &[1 — 0,077 


> 


+ 0,309 &° + 0,0045 &?) für = 0,3; 
+ 0,325 &? + 0,0076 8°] 


für = 0,5 (Abb. 6). 


Irt 


— 66,21 a Vı — 8&?[1 — 0,127 


I) Verel. Birnbaum., diese Zeitschr. Bd. 3, S. 294, 
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Abb. 6. Auftriebsverteilung des ebenen rechteckigen Flügels vom Seitenverhältnis 6 bei 0° und 
28,6” Schrägstellung. 


Der Koeffizient von &°? für ? = 0 ergibt sich nach Betz') für einen rechteckigen 
Flügel von überall gleichem Profil und Anstellwinkel zu rund 0,320 (gefunden durch 
graphische Interpolation für Z = 3,52 entsprechend b:t=6), was mit dem hier gefundenen 
Wert hinreichend übereinstimmt. Die Abweichung rihrt davon her, daß: hier die Reihe 


hinter dem Glied mit 5° abgebrochen ist, bei Betz aber mit der vollständigen Reihe ge 
rechnet wird. 


Das durch die Schrägstellung auftretende Moment um die y-Achse wird: 


‘ 


nl nr > 
M,, a ob’ V ei to “( für P -: D. 


16 
1,5010” für =0,L1, 
4,93 10° für P=0,3, 
. 8,17 - 10 für PD nn 0,9: 


M, nimmt proportional 5 zu; den größeren Auftrieb erfährt die zurückstehende Hälfte des 
Fiügels. Doch ist zu beachten, daß ein Versuch sehr wohl das entgegengesetzte Resultai 
liefern kann, da wir die beiden schraffierten Ecken (Abb. 4) nicht berücksichtigt haben; 
diese sind aber an der Bildung des Momentes vermutlich wesentlich beteiligt. 


Die Berechnung des Gesamtwiderstandes (mit Saugkraft) vereinfacht sich für 
unseren Flügel erheblich, da w — Vtg« konstant über Breite und Tiefe des Flügels ist. 
Es wird einfach: 


WS=A = — Atge—= 7 ob? V*tg’«a-70,58-:10° für =0, 
-70,91-10? für =0,L1, 
- 71.24 -:19° für P= 0,3, 


Es 


- 71,59-10° für P= 0,5. 


Die Trennung in Widerstand und Saugkraft geschieht am einfachsten durch Be- 
rechnung der Saugkraft allein. Diese erhalten wir, wenn wir in (3) nur die Tiefen- 
verteilung (a) und nur das von B herrübrende Glied der Geschwindigkeit berücksichtigen. 
Dann erhält man: 

-r 4 
ZT >) 7) 9 . > 7 .. 
W= z ob’V*’tg?’a:-16,6-:10°? fürf=0, 


-16,7:10° für = 0,1, 
-16,7-10°° Mir DB 0,3, 
-16,8-10? für P=0,. 


I) Betz, Beiträge zur Tragflügeltheorie mit besonderer Berücksichtigunz düs einfachen recht- 
eckigen Flügels, Göttinger Diss. 1919, S. 19, Tab. 2. 
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Für # = 0 liefert die Theorie der tragende Linie’): 


: 
7TOo| 
\ 


| 1/a (0 + bo =) + ur (07 H- Do 7) (7 + bs -) 


W= 
4 


„le 17. (a 7ı + bs — | — De ob?V? tg” FR 16,00 . 10° 
\ J J 2 


in renügender Uebereinstimmung mit dem hier berechneten Wert. 


7. Umrechnungsformeln. Aus der Theorie der tragenden Linie erhält man die 


Formeln‘): 
) f Ca“ t; 19 
Tr u Col "Cu = Dee 
4 ' ; ST bj ba 


nic du A w Ä 
Hierin ist c, T und c, | gesetzt, wo wieder g= !/s eV? den Staudruck bezeichnet. 
q0 q tt 


Diese Formeln ermöglichen es, von einem Fall (1) auf einen anderen (2) mit anderem 
Seitenverhältnis bei festem c„ umzurecehnen, d. h. Versuchsergebnisse, die bei einem be- 
stimmten Seitenverhältnis gewonnen wurden, auch für andere Seitenverhältnisse zu ver- 
werten. Diese Formeln sind für ein bestimmtes Profil (Abb. 7) bei den Seitenverbältnissen 
b/it — 7 bis 1 geprüft und bis zu b/t — 3 gut bestätigt gefunden worden; nur für bit = 2 
und 1 ergaben sich wesentliche Abweichungen‘). Die Vermutung liegt nahe, daß diese 
Abweichungen durch die Theorie der tragenden Fläche bestätigt werden. 


Abb. 7. Göttinger Profil Nr. 389. 


Wir ersetzen das Profil des Flügels durch sein Rückgrat, d.h. durch eine Kurve, 
die dem l’rofile aerodynamisch möglichst gleichwertig ist. Als solche war zunächst eine 
möglichst symmetrisch gelegene Mittellinie gewählt worden. Dabei ergab die Rechnung, 
die wie unten ausgeführt wurde, nicht die gewünschten Resultate; in dem Diagramm 
Ca(°.) erhielt man geringe Abweichungen gegenüber der Theorie der tragenden Linie, in 
dem Diagramm c„(@) ergaben sich durchweg wesentlich kleinere Auftriebsbeiwerte als im 
üxperiment. Dieses Resultat ließ darauf schließen, daß das Rückgrat nicht ganz richtig 
gewählt war; es mußte wohl näher an der Saugseite, deren überragender Einfluß bekannt 
ist, angenommen werden. Um nun festzustellen, in welchem Verhältnis die Abstände 
des Riickgrates von dem oberen und unteren Rande des Profiles stehen müssen, damit 
das Riickgrat dem Profil aerodvynamisch gleichwertig ist, habe ich nach dem Verfahren 
von v. Kärmän und Trefftz') Kreissichelprofile von verschiedener Dicke betrachtet, die 
bei gleicher Tiefe gleichen Auftrieb liefern. Das gesuchte Verhältnis hängt dabei von 
den Peripheriewinkeln der beiden Kreisbögen der Sichel ab. Ich hape dann das hier 
vorliegende Profil zu einer Kreissichel ergänzt und das Verhältnis für diese bestimmt; es 
ergab sich zu etwa *°/s. Mit diesem Werte bekommen wir das in Abb. 7 angegebene 
Rückgrat. 

Für einen Flügel mit diesem konstanten Profil berechnen wir nun wie unter © die 
Aulftriebsverteilung mit den 6 Koeffizienten ao, do, Co, @;, Dr, €» bei variablem b/t. Dazu 
V3 0 V3 

’ ’ 9 


> 


messen wir die Winkel der Tangente des Rückgrates bei „= gegen die 


unter dem Rückgrat gezogene Sehne. 


Ys. _ 20 43’ ö s u, _£999 
 ıh=— 193745, 1-0: = =  0d3 =6'23,5. 
’) 


- 


I) Prandtl, 1. Mitt., Formel (23a). 

‘#, Prandtl, 1. Mitt, Formeln (26a) und (27a). 

>) Prandtl, Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt in Göttingen, 1. Lieferung, Olden- 
bourg München 1921, S. 50 fl. 

+) Vergl. Fuchs-Hopf, Aerodynamik, Berlin 1922, S. 76 ff. 
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/ 5 e 2 3 ® . u .. 
= 2 !, Zu, n=0, +YV3 ist nun die Gleichung zu erfüllen: 
+) 


SIrt 


An den Stellen 


Fi 


w(S,n) — (do [A. T B.n-+ Can’) +b» 14,+B,n+ C,y?—+ D,r 3I+- A. + B 7 " # n® ! D ’ 3 li.} " 


L l 
7) y ‘ ) ‘ N [ ) / x 
+0 [4.9 +B.9 n+ 0.29 9])+5 [49 +....)+6G[APD + ....1=Vlea+«,) (24), 
4 wo @, je nach dem Werte von 7 einen der drei Werte “,, “, “ bedeutet. Die Auflösung 


der Gleichungen liefert nun folgende Werte: 





3 10? 10° 103 103 103 103 
5; bit ao bo co a2 ba 2 
21V 2tV 2tV > EH t V 2 2tV 








6 —21,5+400,8a 100,0— 8,76. —66,6 —32,2+176,4a | 85,0—123,0 a 65,1+ 37,7 
4 —24,0+360,0 a 996— 22,92a 66.8— 1,36 a | —30.6+138.4a | 76,4—-151.2 u 67.6+ 74.85 
2 —23,8+275,4 a 96.8— 66,0. —67,2+ 5,98 a | —25,6+ 92,4 | 56,0—137,6 «a 68,2+163,0 «a 
| —51,5+211,8a 90,6—120,8 a -71,0+59,3 a —19,1+ 34,40 | 33,5— 23,3 62,2+210,3 « 


Daraus lassen sich c„ und c, als Funktionen von « berechnen und mit den Ergebnissen 
des Experiments vergleichen; dabei ist zu beachten, daß « hier auf die Sehne unter dem Profil 
bezogen ist; der Unterschied ist 1° 9’ 20”. Behandeln wir nun die hier mittels Theorie 
der tragenden Fläche erhaltenen Werte wie Versuchsergebnisse, d.h. rechnen wir sie auf 
das Seitenverhältnis © nach den Formeln (23) um, so erhalten wir in dem Diagramm 
Ca (fu) Keine wesentlichen Abweichungen von der Theorie der tragenden Linie, d.h. die 
oben angegebene Umrechnungsformel für c„ wird bestätigt. In dem Diagramm c, («) 
ergibt sich nun gute Uebereinstimmung mit dem Experiment, wenigstens im Bereiche der 
kleinen Anstellwinkel (Abb. 5). Die Abweichungen des Experimentes von der Umrech 
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Abb. Ss. Vergleich der theoretisch und experimentell ermittelten Kurven cu (a), 


nungsformel für « bei b/t = 2 und1 werden im wesentlichen bestätigt. Offenbar spielt 
aber hier noch ein anderer in der Theorie bisher unberücksichtigt gebliebener Einfluß 
herein, der die Kriimmung der Kurven c„(«) verursacht und besonders bei kleinen Seiten- 
verhältnissen von Bedeutung zu sein scheint. Diesen Einfluß mit den bisherigen Mitteln 
der Tragflügeltheorie zu erfassen, dürfte wohl nicht möglich sein, da diese im wesentlichen 
eine lineare Theorie ist. 415 
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IS Sperscehneider, Ebene, statisch bestimmte Fachwerke Math. und Mech. 


Über ebene, statisch bestimmte Fachwerke im Drehkraftfelde 
(astatisches Gleichgewicht). 


Von FRITZ SPERSCHNEIDER in Rudolstadt. 


ie Bestimmnnge der Stabspannungen bei ebenen, statisch bestimmten Fachwerken, die 
durch ruhende oder bewegte Las!en beansprucht werden, ist als gelöst zu betrachten. 

Kaum bearbeitet ist aber in der veröffentlichten Literatur der Fall der Aenderung 
der Stabspannungen infolge der Drehung des Fachwerks oder der eingeprägten Kräfte, 
wie er beispielsweise bei Klapp- und Zugbrücken, Aufrichtung von Fachwerkmasten oder 
Drehung des Windes in der Fachwerkebene vorkommt‘). Mögen hierfür die Bedürfnisse 
der Praxis auch weniger groß sein, so ist es doch mindestens von theoretischem Interesse, 
den Verlauf der Stabspannungen bei Drehung bestimmen zu können und so etwa den 
Zustand der Spannungslosigkeit oder die größte Belastung der Fachweıkstäbe auf Zug 
oder Druck zu ermitteln. 

Blden bei einem beliebiren ebenen, statisch bestimmten Fachwerke die in den 
Knotenpunkten angreifenden Kräfte ein Gleichgewichts-vstem, so bleibt, falls man das 
Fachwerk in seiner Epene bewegt, während die Kräfte ihre Größe und Richtung un- 
seändert beibehalten, das (Grleichgewicht nur in gewissen Fällen erhalten. Die Bedin- 
gungen für ein solches Fortbestehen des Gleichgewichtes, und zwar auch für räumliche 
Kräftesvsteme, die an starren Körpern angreifen, hat A. F. Moebius in seinem »Lehr- 
buch der Statik« ’) I, Kap. 7. systewatisch behandelt. Für die folgende Untersuchung 
legen wir seine Sätze, soweit sie ehene Kräftesysteme betrefi-n, zugrunde. Während 
Moebius aber seine Sätze fast nur dazu benutzt, um Tatsachen der Geometrie aus 
ihnen abzuleiten, sollen sie im felgenden mit der Theorie der ebenen Fachwerke enger 
verknüpft werden. Hierbei zeigt es sich, daß manche von Moebius nur angedeuteten 
Sätze einer genaueren Formulierung bedürfen, und teilweise erweitert und ergänzt 
werden müssen. 

Schon Moebius') hat erkannt, daß es für Untersuchungen der Statik gleichgültig 
ist, ob man den starren Körper, in unserem Falle also den Fachwerkkörper, bewegt und 
dabei die Kräfte der Größe und Ricebtung nach in ihren Angriffspunkten, d.h. den 
Knotenpunkten des Fachwerks, festhält, oder ob man die Lage des starren Körpers un- 
verändert läßt und die Kräfte in den Angrilispunkten in demselben Sinne um gleiche 
Winkel dreht, wobei aber die Größe der Kräfte konstant bleiben soll In solchen Fällen 
sprechen wir von »stationären« °) Kräften. Bilden nun die stationären Kräfte an einem 
Fachwerke ein Gleichgewichtssystem, und wird das Gleichgewicht bei Drehung aller 
Kräfte um denselben Winkel in demselben Drehsinne nicht zerstört, so wollen wir von 
einem »astatischen Kräftesvsteme« reden. 

Jedes ebene Kräftesvstem mit nicht verschwindender Resultante läßt sich auf eine 
in einer eindeutig bestimmten Wirkungslinie angreifende Einzelkraft reduzieren. Diese 
an ihre Wirkungslinie, die sog. »Zentrallinie«") des Systems, gebundene Resultante 
werden wir (mit Heun) die »Ersatzkraft« des ebenen Systems nennen. 

Das Problem des Einflusses drehbarer, stationärer Krafte auf die Stabspannungen 
des Fachwerks scheint nur im 19. Jahrgange der »Oesterr. Wochenschrift für den Öffent- 
lichen Baudienst«< in dem anonymen Aufsatze: »Die Beziehungen zwischen Kraftrichtung, 
Stabspannung und Kuotenverschiebung im statisch bestimmten Fachwerke« Behandlung 
gefunden zu haben. Auf Grund der durch Verschiebungspläne ermittelten elastischen 
Verschiebungen der Knotenpunkte eines (ebenen oder räumlichen) Fachwerks wird ein 
Schema zur Berechnung der Stabspannungen skizziert. Außerdem wird der Satz be- 
wiesen: die Knotenpunkte, die infolge der Belastung des (gestützten) Fachwerks aus ihrer 

I) Von der philosophischen Fakultät der Universität Jena genehmigte Doktordissertation. Referent 
Prof. Dr. Winkelmann. 

*) Ein hierher gehöriger Fall, die Bergung eines im Hamburger Hafen gekenterten Schiffes, ist 
beschrieben in der Zeitschrift des V. D.I. Bd. 67, 1923, pag. 220-222. 

A. F Moebius, Gesammelte Werke, Bd. III. 

+) Ebenda. Bd. III, $ 115. 

Cf Heun, Ztschr f. Math. u Phys. 47, 1902, pag. 109. 
Cf. Hamel, Elementare Mechanik (1912), pag. 180 
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ursprünglichen Lage verschoben sind, bewegen sich bei Drehung der Belastunrgskräfte 
um ihre Angriffspunkte auf Ellipsen (für ebene) bezw. Eilipsoiden (für räumliche Fach- 
werke). Eine Durchführung am speziellen Beispiele, die die Brauchbarkeit des Verfahrens 
beleuchtete, ist nicht gegeben 

In der vorliegenden Arbeit soll zunächst eine Methode entwickelt werden, die für 
ebene Fachwerke astatische Kıäftesysteme zu ermitteln gestattet. Außerdem wird gezeigt, 
wie man stationäre Kräftesysteme durch Hinzufügung eines astatischen Kräftepaares oder 
einer stationären Einzelkraft ins astatische Gleichgewicht bringen kann. Hierauf werden 
die Stabspannungen unter Einfluß eines sich drehenden astatischen Sys»tems behandelt. 
Unser Verfahren schließt sich direkt an die Rittersche Schnittmethode und die Methode 
der Kräftepläne an, geschieht also auf rein graphischem Wege; analytische Betrachtungen 
werden nur gelegentlich zur Beweisführung verwandt. Es lassen sich leicht und über- 
sichtlich die Stabspannungen bei jeder Stellung des astatischen Kräftesystemes aus 
unseren Diagrammen entnehmen, ohne daß man jedesmal einen neuen Kräfteplan zeichnen 
muß; Einzelfiagen hinsichtlich der Maximalspannung u. dergl. larsen sich fast unmittelbar 
beantworten. Fundamentale Bedeutung hat dabei unser Satz: Setzt man an einem 
Fachwerkknotenpunkte die durch ein sich drehendes Kräftesystem er- 
zeugten bekannten Spannkräfte der in diesem Knoten zusammenlaufenden 
Fachwerkstäbe mit einer sich um diesen Knoten drehenden konstanten 
Krait in jedem Augenblicke zusammen, so beschreibt der Endpunkt der 
Ersatzkraft eine Ellipse. An zwei Beispielen wird schließlich dıe Spannungs- 
bestimmung vollständig ausgeführt. 


I. Astatische Kräftesysteme in der Ebene. 


1. Herstellung astatischer Kräftesysteme für freie Fachwerke. Die Me- 
thode der Hilfsknotenpunkte. Wır gehen von einem aus drei Sıäben bestehenden, 
einfachsten Fachwerke aus, das wir kurz mıt »Fachweıkelement« bezeichnen wollen. Die 
Bedingungen des Gleichgewichtes dreier Kräfte, die in der Ebene des Fachwerkelementes 
liegen und an den dıeı Fachwe'kknotenpunkten argreifen, sind: a) das Kra»iteck, gebildet 
aus den drei Kräften, muß sich schließen, b) die Wirkungslinien der d ei Kräfte schneiden 
sich in einem Punkte Daraus folgt, daß die eine Kraft entgegengesetzt gleich der 
Ersatzkraft der beiden anderen Kräfte 
das astatische Gleichgewicht dreier in den 
Knotenpunkten angreife.. den Kräfte zu 
finden, wollen wir davon auszehen, dı4ß 
die drei Kräfte ein gewöhnliches Gleich- 
gewich'ssystem b'lden, also die soeben 
hervorgehobenen Bedingungen erfüllen. 
Dreht man dieses System um seine An- 
grifispunkte, dann bleibt offenbar die Be- 
dingung a) erhalten; denn die Drehung 
hat keinen Einfluß auf die Winkel, die je 
zwei Kräfte miteinander bilden, ausgeübt. 
Dagegen bleibt im allgemeinen die Bedin- 
gung b), die Vereinigung der drei Wir- 
kungsl nien in einem Punkte, nicht un- 
verändert. Die Wirkungslinien der drei 
Kräfte eines astatischen Systems müssen 
aber in jeder Stellung einen gemeinsamen Abb. 1. 
Schnittpunkt besitzen. 








Es stelle Abb. 1a das Fachwerkelement PQR dar; im Knotenpunkte P greife die 
Kraft v, in & die Kraft gs in R die Kraft r') an. Die Größe jeder Kraft entnimmt man 
dem Kraftdreieck UBG (Abb. 1b). Mit A sei der Schnittpunkt der drei Wirkungslinien 
bezeichnet. Diese mögen sich nach Drehung der drei Kräfte um den Winkel « in 
gleichem Drehsinne in A’ treffen. Mit p, q, " sind die Kraftvektoren nach der Drehung 





l) Betr. Bezeichnung der Vektoren vergl. Heun, Lehrb. d. Kinematik I. Einleitung. Göschen, 
Leipzig 1906. 
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eemeint. (Abb. Ic), die ein dem ersten kongruentes Krafteck WG bilden. Es ist also 
p=p,qg=4q,r—=r. Aus Abb. 1a erkennt man sofort: 

A-PAR=PAR ARAQU=-ÄRAQ, ZLPAQR=-A PAR. 
Somit liegen die Punkte A und A’ notwendig auf der Peripherie des Kreises, der durch 
P,@, R hindurcbgeht. Wir erhalten das Ergebnis: 

1. Satz: Ein an den drei Knotenpunkten eines Fachwerkelementes an- 
ereifendes System von 3 Kräften ist dann und nur dann im astatischen 
Gleichgewichte, wenn der Schnittpunkt der Wirkungslinien dieser drei 
Kräfte auf dem durch die drei Knotenpunkte bestimmten Kreise liegt.?) 

Diesen Kreis nennen wir im folgenden kurz den »astatischen Kreis«. Leicht zu 
beweisen ist alsdann der folgende. 

2. Satz: Gibt man die Größe einer beliebigen Kraft vor, so gibt es ein 
und nur ein astatisches Kräftesystem für das Fachwerkelement. 

Beweis: Hat man den astatischen Kreis gezeichnet, so liegt es noch in unserer 
Hand, den Punkt A auf der Peripherie anzunehmen. Nach Wahl eines Punktes A sind 
durch AP, AQ, AR wohl die Wirkungslinien, also Richtungen der Kräfte mitbestimmt, 
noch nicht aber ihre Größen. Denn aus den Parallelen zu diesen drei Richtungen lassen 
sich unendlich viele Kraftecke zeichnen, die untereinander ähnlich sind und alle astatische 
Systeme ergeben. Durch Angabe der Größe einer einzigen unter ihnen aber sind die 
beiden anderen, und zwar eindeutig mitbestimmt. Damit ist der Satz.bewiesen. Insbe- 
sondere müssen alle Kräfte verschwinden, wenn eine einzige von ihnen Null ist. 

Wir müssen noch den Ausnahmefall paralleler Kräfte erledigen, denn hierfür 
fällt der Schnittpunkt A der Wirkungslinien, durch den der astatische Kreis hindurchgeht, 
ins Unendliche. Die Knotenpunkte unseres Fachwerkelementes müssen also in gerader 
Linie liegen. Wir können aber dann nicht mehr von einem Fachwerke sprechen. Es 
gilt daher der 

3.Satz: Drei parallele Kräfte, die an den Knotenpunkten eines 
Fachwerkelementes angreiien, Können niemals im astatischen Gleichge- 
wichte sein. 

Unter Vermeidung des Unendlichen ergibt sich noch ein zweiter Beweis: Be- 
kanntlich muß, wenn die drei parallelen Kräfte p, q, r angreifend in P, Q, R ein Gleich- 
gewichtssystem bilden sollen (Abb. 2), zur Bedingung p+g-+r=0 noch hinzukommen: 


PR: RQ=gqg:p, wo ER der Schnitt von r mit PQ ist. Da nun bei Drehung der drei 
Kräfte um gleiche Winkel der Punkt AR sich auf PQ bewegt, die Größen p und g jedoch 
die gleichen bleiben, kann die Proportion PR: RQ=qg:p nicht mehr gelten. 

Von Wichtigkeit sind noch die Beziehungen, die zwischen den Winkeln des Fach- 
werkelementes und den äußeren Kräften bestehen. Dazu dient der folgende, auch von 
Moebius’) bewiesene Satz, der in unserer Übertragung (Abb. 1a, b) lautet: 

t. Satz: Sind die an den Knotenpunkten eines Fachwerkelementes an- 
greifenden drei Kräfte im astatischen Gleichgewichte, so folgt daraus; 

a) die Winkel des Kraitecks sind gleich denen des Fachwerkelementes; 

b) die Intensitäten der 

drei Kräfte sind den 
Längen der drei 
Fachwerkstäbe pro- 
portional. 


y 





(2&.2%7300) 





Abb. 2. Abb. 3. 


I, Of. hierzu Routh, A treatise on analytical staties, vol. 1, pag. 39. — °) Lehrb. d. Statik, $ 120. 
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Nach Abb. 1 ist also: 
a) LPQR=ABEN ÄARRP=AEAB A-RPQ=AZABE 
b) QR:RP:PQ=p:g:r. 
Wir übergehen den elementaren Beweis dieses Satzes. 

Zur Bestimmung eines astatischen Systems von vier Kräften für ein Fachwerk mit 
vier Knoten und fünf Stäben werden wir eine Methode entwickeln, die sich sofort auch 
für n-Kräfte erweitern läßt !) 

Nehmen wir an, das Fachwerk PQRS (Abb. 3a) sei durch die Kräfte p, q, r, s be- 
lastet, die ein astatisches Gleis:hgewichtssystem biltlen. Dann wollen wir über einem 
Fachweıkstabe, etwa PS, durch zwei neue Stäbe PH und SH einen neuen Knotenpunkt 


H festlegen. Da die Hınzufigung zweier entgegengesetzt gleicher Kräfte an demselben 
Angriff-punkte eine auch astatisch erlaubte Operation ist, so mögen in diesen »Hilfsknoten- 


punkte« H zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte + Ah angreifen. Dadurch ist am Zustande 
des Fachwerks, wie es ursprünglich gegeben war, nichts geändert, denn die Stäbe PH 
und SH sind ja spannungslos. Bisher war üher Größe und Richtung von + Ah nichts 
bestimmt. Wir werden darüber zweckmäßig verfügen. 

Wir zeichnen darum (Abb. 3b) das zu den Kräften p, q, r, s gehörige Krafteck, 
das Viereck ABED:p+g Hr+s=0. Es liegt nun nahe, h so zu wählen. daß es 
ol ich GA wird, d.h. + h wäre entgegengesetzt gleich der Resultierenden von p-t+q bzw. 
r+s. Oder in Gleichungen: 





» + q + h —( und r -8+ (—h) 0. 


Da die Hilfskraft A auf das a-tatische System (p, g, r, s) keinen E'niluß hat, da ferner bei 
Drehung desselben auch + Ah (um //) automatisch mit gedreht wird, können wir schließen, 
daß sowohl y+g+-h=0alsauch r+-s+h= 0 je ein a-tatisches System hilden müssen. 
Du'ch die Hinzunahme des Hılfskuotenpunktes //7 zu den vier Fach werkknotenpunkten 
P, @, R, 5 haben wir also folgendes erreicht: - 

5. Satz: Um ein in den vier Knotenpunkten eines Fachwerkes an- 
ereifendes astatisches System zu bestimmen, kann man zwei astatische 
Systeme von je drei Kräften ermitteln, deren eines aus den in zwei Fach- 


werkknotenpunkten angreifenden Kräften p und q, und der im Hilfsknoten 


angreifenden Kraft +h=—p-+.g, deren anderes aus denin den zwei übrigen 
Knotenpunkten angreifenden Kräften und der im Hilfisknoten angreifenden 
Kraft —h besteht. 


Durch + Ah ist das Krafteck also in zwei Dreiecke zerlegt, die länrs &\( aneinander 


liegen. Ist das eine System, etwa (p, g, h) ermittelt, so ist (r, 85, - h) dadurch (nach 
unserem zweiten Satz) vollständig mitbestimmt. Die Abhängigkeit des (Gesamtsystemes 
(P, 9% r, s, & h) von der Wahl des Hilfsknotenpunktes // ist erledigt durch den Satz, der 
eine notwendige Folge des 5. Satzes ist: 


6. Satz: Gibt man die Größe einer beliebigen Kraft vor, so ist durch 
Festlegung eines Hilfsknotenpunktes und der Angabe, in welcher Weise 
dieser Hilisknotenpunkt mit je zwei Fachwerkknotenpunkten zwecks Be- 
stimmung der astatischen Systeme je dreier Krälte (5. Satz) zusammenzu: 
fassen ist, das astatische System der vier an den vier Knotenpunkten eines 
Fachwerks angreifenden Kräfte eindeutig bestimmt. 


Wir können nunmehr die zeichnerische Bestimmung unseres astatischen Systemes 
durchführen. Zu den Fachwerkknoterpunkten PQRS (Abb. 3a) wänlen wir den Hilfs- 


knoterpunkt FH und geben p (Abb. 3b) vor. Um zuerst das System (p, q, Ah) zu ermitteln, 
zeichnen wir den astatischen Kreis durch PQH. Dadurch finden wir q und +A, wenn A 


den Schnitt von p mit der Kreisperipherie bezeichnet. Das zugehörige Krafteck ist U BG 
Der Richtungssinn von h ist bestimmt durch py+g-+h=0. Weiter zeichnen wir den 


') Moebius führt die Erweiterung seiner ($S$ 116—120) gerebenen Methoden auf 


n Kräfte 
nieht durch. 
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astatischen Kreis durch Y, R, 8. Auf ihm liegt der Punkt D, der Schnittpunkt der 


Wirkungslinien von —h, r, s. Das Kraftwerk A6D gibt uns r und s der Größe nach. 
Bei der Drehung des Kräftesystems wandern A und B auf ihren zugehörigen astatischen 
Kreisen. Dabei wird, weil ABH in einer Geraden liegen, H das Zentrum des Strahlen- 


büschels für die Wirkungslinien der Hilfskräjite +n. 





Der Sonderfall vier pa- 
ralleler Kräfte wird später ein- 
gehend behandelt. 

Die Annahme eines Hilfs- 
knotens hatte sich zur Bestim- 
mung eines aus vier Kräften be- 
stehenden astatischen Systems 


2 
a 
3 

Fi 
+4 
i 
® 
® 
d 
4 
& 
£ 


als zweckmäßig erwiesen. Auch F 
ein astatisches System von n J 
Kräften zu gewinnen, muß uns ! 
möglich sein, wenn man eine H 
noch zu bestimmende Zahl von ‘ 
Hilfsknotenpunkten annimmt. Wir N 
müssen deshalb die n Kräfte 1 
nach Gruppen so zusammen- j 


fassen, daß unter Hinzuziehung 
der an den Hilfsknotenpunkten 
angreifenden, jedesmal sich 
schließlich aufhebenden Kräfte 
Gruppen von je drei Kräften ent- 
stehen. Das Krafteck wird 
durch die Hilfskräfte somit in 
eine schlichte Kette von Drei- 
ecken zerlegt, deren zwei jedes- 
mal eine Seite, nämlich die 

Abb. 4. Länge der Hilfskraft gemeinsam 

haben. 

Setzen wir vorerst einmal spezielln=5. Das astatische Kräftesystem des Fach- 


werks PQRST (Abb. 4) sei (p, 9, r, s,t). Ziehen wir im Krafteck ABEDE die Ver- 
bindungslinie SU = hı, dann ist p+g+h: — 0, d. h. aber nach unseren früheren Be- ; 
trachtungen: Wir wählen einen Hilfsknotenpunkt H,, geben etwa p vor und bestimmen q 
und A, mit Hilfe des astatischen Kreises durch P, Q, H,. Aus dem Krafteck entnehmen 
wir ferner r+s+t+ (—hı) —0. Mit anderen Worter: Wir haben jetzt nur noch die 
Aufgabe zu lösen, ein astatisches Sysrem von vier in den Punkten H,, R, S, T angreifen- 
den Kräften zu bestimmen. Im Krafteck AS DE ziehen wir etwa DUA=h;, wählen 
einen Hilfsknotenpunkt Hs, bestimmen mit Hilfe von —h, die Kräfte r und hs und 
schließlich aus dem astatischen Kreise durch 7,8 T durch Vermittelung von a 
die letzten Kräfte s und {. Daß das so ermittelte System von fünf Kräften nach An- 


nahme von zwei Hilfsknoten, der Kraft p und der Reihenfolge der Bestimmung der Kräfte 
wiederum eindeutig festliegt, folgt aus Satz 5 und 6. Erwähnt sei nochmals, daß sich ä 


die Teilresultanten A, innerhalb des Kraftecks nicht kreuzen dürfen, sondern daß die 
Dreieckskette schlicht sein muß, da sonst ein oder mehrere Knoten zum zweitenmale 
berücksichtigt würden. 

Wird n um eine Einheit vermehrt, so entsteht eine Gruppe, und damit eine Hilfs- 
resultierende, also ein Hilfsknotenpunkt mehr. Im allgemeinen Falle von rn Knoien- 
punkten hätten wir somit (n—2) Gruppen zu je drei Kräften und (n—3) Hilfsknoten- 
punkten zu bilden. So ergibt sich der Satz: 


7. Satz: Ein astatisches System von n Kräften, die an den n Knoten- 
punkten eines Fachwerks angreifen, ist nach Angabe der Größe einer be- 
liebigen dieser n Kräfte, nach willkürlicher Wahl von (n—3) Hilfsknoten- 
punkten und Angabe der Gruppen, zu denen die Kräfte mit den (n—3) Hilfs- 
kräften zusammengefaßt werden sollen, eindeutig bestimmt. 
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Bei der Drehung des astatischen Systems entstehen (n—53) Strahlenbüschel der (n—3) 
Wirkungslinien der Hilfskräfte. Die Mittelpunkte der Strahlenbüschel sind die Hilfs- 
knotenpunkte. 


2. Astatische Systeme 
paralleler Kräfte. Den Fall 
paralleler Kräfte hatten wir für 
das Fachwerkelement, d.h.n—3, 
bereits erledigt (3. Satz). Ein 
astatisches Kräftesystem ließ sich 
dafür nicht angeben. Gehen 
wir jetzt zun—=4 über! Da der 
Hilfsknotenpunkt zu je zweien 
der Kräfte gehört, kann er nur 
in die Punkte A,B,(C, d.h. die 
Diagonalpunkte des vollständi- 
gen Vierecks PQRS fallen 
(Abb. 5). Man kann, streng ge- 
nommen, eine Knotenpunktreihe, 
wie PCRoder AQR usw., nicht 
mehr als Fachwerk ansprechen. 
Trotzdem behalten wir im fol- 
genden für die Punkte A,B,C Abb. 5. 
die Bezeichnung »Hilfsknoten- 
punkte« der Gleichmäßigkeit halber bei. 


8. Satz: Für ein aus vier Knotenpunkten bestehendes Fachwerk läßt 
sich stets ein und nur ein astatisches System von vier parallelen Kräften be- 
stimmen, wenn man die Größe einer Kraft angibt. Die Verlegung des Hilfs- 
knotenpunktes nach einem der drei Diagonalpunkte des als vollständiges 
Viereck betrachteten Fachwerks ist dabei freigestellt. 


Beweis: Unter Benutzung der drei möglichen Hilfsknotenpunkte A, B, C (Abb. 5) 


ergeben sich für vorgegebenes p am Knoten P drei astatische Systeme von je vier 
Kräften, deren Zugehörigkeit zu A, B oder € durch die Indizes 1, 2 oder 3 bezw. an- 


gedeutet ist. Dann ergeben sich, wenn die Kräfte 7 r,,s, in Q, &,S angreifen, die 
Gleichungen: 











fir A: p+a+n +a=0 . . ..:2 2...) 
für B: p+ vB zu | en (2), 
tür ©: p+a tn +s=0 .......0.6), 
wenn man bedenkt, daß bei Bezeichnung der Hilfskräfte mit a, b,c 
für A: a+p+sı=0. . (A), a+n-a=0... (M, 
für B b+p+@=0. . (), n +2 —b=-0... 6), 
für C: c+ p+ »=0. . (6), s tg -c=0. . . 0), 


sind. Verstehen wir unter /, je eine zwischen zwei benachbarten Punkten liegende 
Strecke, so findet man: 


" l 
für 4A: ba=ls also a— a sı 
9 
m ly _— 
ba=lırı - 1 =—rı 
. I; 
1 11, rt, 
R ’ 2 I ger t 
Eingesetzt in (7): z n+n=—gq odryı=-— A en ı) 
3 
R R I ll: 
Eingesetzt in (1): p—n( ne .)— Br 1. 2, Ce 
13 lz I, 
: =. I g I: i 
Analog wird für B: »—Nn (- N i „)=0 ne ar 
7 7% 


und für (: 
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Schreibt man G.. (10) bis (12) zusammen: 
u  ° - u, Bh\ . m 
ade = er“ ) nr e >= Be u * 
und beachtet den Lehrsatz des Menelao°. wonach 
la 15 Tg hut 22 lg /ıı (ld; +) I 
TUE u da Treu, 
ade Lı v. Iy 1a I; 4 ls 1; .. lı2 
_ ls Iı l; I ls ıı 
ist, so folgt: n=n— 13 —r, wie man auch p gewählt hat. Auf genau dieselbe Weise 
zeigt man, daß immer auch = 9 = =qg und sı—=8 ne — s sind. 


Wenn wir im folgenden also stets den gewöhnlichen Diagonalschnittpnnkt C' als 
Hilisknotenpunkt wählen, so ist darin keine Beschränkung zu erblicken. Unser Ziel bei 
der Ausdehnung auf n Kıäfte ist, die Knotenpunkte und damit die dort angreifenden 
Kräfte in Gruppen zu j» vieren zusammenzufassen und für je vier Punkte nach Vorgabe 
je einer Kraft die übrigen drei zu bestimmen. Dabei kann es vorkommen, daß schlıeß- 
lıch ein, zwei oder drei Knotenpunkte zweimal in Betracht gezogen werden müssen. 
Wählen wir z,B. einmal n=5. Gibt man (Abb. 6) etwa pı vor, so bestimmen sich 
dadurch p;,. ps, ps für den Knoten II, III V. Faßt man den noch unberücksichtigten 
Knoten IV mit drei anderen willkürlich zusammen, vielleicht mit II, III, V, so bestimmen 
sich nach Vorgabe einer der Kräfte an diesen vier Knotenpunk'en die anderen drei. 
Addiert man die für II, III, V gefundenen je zwei Kräfte, so ıst mittels zweier Hilfs- 

knotenpunkte und zweier vorgegebener Kräfte ein astatisches System 


— von fünf parallel-n Krätten bestimmt, jedoch nicht eindeutig ; denn ein 
\” anderes Svsten würden wir erhalten baben, wern wir etwa 1V mit II, 
I! „IT V,I zusammengef.ßt hätten. Im Falle n = 6, 7, 9 bestimmen wir wiedrr 
\ zuerst nach Vorzabe einer Krait ein astatisches System von vier Kräften. 


Die noch bl-ibenden Knotenpunkte ergänzt man eventuell durch Hinzu- 

vd ‚zr nahme schon benutzter auf eine Gruppe zu vier, gibt dafür eine Kraft 

Pi; an und bestimmt so das zweite Teilsys'em von vier Kräften. Im allge- 

\\ meinen faßt man die n Knotrnpunkte nach Gruppen von je vier zu- 
IV 








Mi. i sammen, gibt in jeder Gruppe eine Kraft vor und bestimmt die drei zu 
[2a 20,30") gehörigen Kräfte der Gruppe. Die hei der Zusammenfassung etwa übrig- 
Abb. 6. bleibenden ein, zwei oder drei Knotenpunkte werden unter Hinzuziehung 


von drei, zwei oder einem der schon benutzten nach Vorgabe einer 
weiteren Kiaft berücksichtigt. Ueberschreitet n eine durch vier teilbare Zahl, so muß 
eine Kraft mehr gegeben werden. 


n Zahl der wählbaren Kräfte n Zahl der wählbaren Kräfte 
4 | 10 > 
Bi) 2 = 3 
6 2 12 3 
7 2 13 4 
he) 2 14 4 
9 3 

n In+31 

Re 


Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit des Satzes: 


9. Satz: Um ein aus n parallelen Kräften bestehendes astatisches 
System für ein Fachwerk mit n Knotenpunkten zu konstruieren, muß man 


n + 3 ea 
| | Kräfte vorgeben. 


Es gibt dann noch endlich viele mögliche astatische Systeme. Das Symbol E | 


bedeutet den Quotienten der Division (n +5):4. 


3. Ergänzung stationärer Systeme zu astatischen. Nachdem wir gezeigt haben, 
wie man zu gegebenen Fachwerken astatische K ä tervs ewe ermittelt, müssen wir die für 
die Praxis wientige Aufgabe behandeln: ein gegebenes stationäres Kräftesystem durch 
Hinzufügung von einer oder mehreren Kräften zu einem astatischen Systeme zu machen, 
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Wir nehmen zunächst an, das stationäre Kräftesystem sei nicht im Gleichgewichte 
und besitze eine in eindeutiger Weise bestimmte Ersatzkraft. Bei Drehung des Systems 
um einen beliebigen Winkel wird sich die Ersatzkraft um denselben Winkel mitdrehen. 
und zwar in demselben Drehsinne.!) Dadurch entsteht ein Schnittpunkt der beiden 
Wirkungslinien der jeweiligen Ersatzkraft, den wir bestimmen müssen. Wir wenden 
hierzu die Methode der Hilfsknotenpunkte an, jedoch in umgekehrter Weise, d. h. jetzt 
sind die n Kräfte gegeben, und die Hilfsknotenpunkte sind nachträglich zu ermitteln. Zu 
diesem Zwecke bringen wir die Wirkungslinien zweier beliebigen der n Kräfte, etwa 
p, und p, zum Schnitt, legen durch die beiden Angriffsknotenpunkte und den Schnittpunkt 
den astatischen Kreis, auf dem uns die Wirkungslinie der Summe p,-+ p, den Hilfs- 


knotenpunkt /7, +, ausschneidet. Die Kraft p, +p, am Hilfsknotenpunkte H,-ı, fassen 
wir zusammen mit einer dritten der n Kräfte, suchen den zugehörigen Hilfsknotenpunkt 
und setzen das Verfahren fort, bis wir eine einzige Ersatzkraft, die in einem bestimmten 
Punkte angreift, übrigbehalten. Um diesen Punkt dreht sich die Ersatzkraft des Systems 
bei dessen Drehung. Er ist also der gesuchte Schnittpunkt der Wirkungslinien. Die 
Reihenfolge der Zusammensetzung der n Kräfte ist hierbei willkürlich; denn angenommen, 
es gäbe bei anderer Reihenfolge einen zweiten Schnittpunkt, so würden zwei einander 
statisch gleichwertige Einzelkräfte, zwar von gleicher Größe und Richtung, aber mit ver- 
schiedenen Angrifispunkten entstehen, was unmöglich ist'). Um das gegebene stationäre 
Kräftesystem nun zu einem astatischen Gleichgewichtssysteme zu ergänzen, ist es nur 
notwendig, in dem Angrifispunkte der Ersatzkrait eine entgegengesetzt gleiche Kraft 
anzubringen, die ihrerseits die Ersatzkraft eines anderen stationären Kräftesvstemes 
sein kann. 

Ist ein stationäres Kräftesystem 
schon im Gleichgeewichte und soll in ein 


astatisches System umgewandelt werden, > BR 
dann besteht folgender Satz: P- ww. 

5 “ / 

10. Satz: Jedes aus n Kräften N #4 

0 rg ER R 
bestehende stationäre Gleichge \r 
wichtssystem kann unter Festhal- 
tung derGrößeundRiehtungsunter- X 





sehiede von (n—2) Kräften durch 
ein speziell zu wählendes, mitden 
übrigen zwei Kräiten zusammenzu- 
setzendes astatisches Kräftepaar 
ins astatische Gleichgewicht ge- Abb. 7. 
bracht werden.?) 

Beweis: In Abb. 7a stelle das schraffierte Gebiet die Fachwerkscheibe dar. Die 
(n—2) festgehaltenen Knotenpunktskräfte des stationären Systems sind durch ihre in H 


(2247309) 


angreifende Ersatzkraft } repräsentiert, die noch übrigen zwei Kräfte seien v' und s', die 
in & und S angreifen sollen. Da das Gesamtsystem im Gleichgewichte sein sollte, muß 
sich das aus A, r und s’ gebildete Krafteck \B& (Abb. 7b) schließen. Zeichnet man 
jetzt (Abb. 7a) den astatischen Kreis durch H, R und S, so ist durch die Wirkungslinie 


von h ein Schnittpunk C auf ıhm bestimmt, und damit sind CR und CS die Wirkungs 
linien der Kräfte r—=B@ und s= (NM des Kraftecks, die mit h, also mit den (n—2) 
Kräften, im astatischen Gleichgewichte stehen. Wie man aus dem Krafteck sofort erkennt, 
wenn man SV’ —+% setzt, it "+ k=r unds —k= s, d. h. das Kräftepaar + X ist in 
R und S angreifend hinzuzufügen. Damit ist der Beweis erbracht. 


II. Ermittelung der Stabspannungen bei Drehung des astatischen 
Kräftesvstems. 
Im ersten Abschnitte haben wir gezeigt, wie man zu jedem ebenen Fachwerke ein 
an seinen Knotenpunkten angreifendes astatisches Kräftesystem bestimmen kann. Wir 
können also entweder das Fachwerk unter Festhaltung des an die Knoten gebundenen 


) Cf. Moebius, Ges. Werke III, pag. 171. Unserem Angriffspunkte der Ersatzkraft entspricht 
dort die Bezeichnung ‚»Mittelpunkt« des Kräftesystems. 
?) Dieser Satz ist seinem wesentlichen Inhalte nach nieht verschieden von dem der ebenen Astatik 
angehörigen Lehrsatze: »Ein stationäres ebenes Kräftesystem, dessen Resultante verschwindet, läßt sich 
auf ein astatisches Kräftepaar reduzieren.« 
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astatischen Svstems in seiner Ebene drehen oder (ef. Einleitung) die Kräfte des fest- 
gehaltenen Fachwerks um ihre Knotenpunkte in demselben Drehsinne um gleiche Winkel 
drehen. Nunmehr wollen wir im 2. Abschnitte die Aufgabe lösen: wie ermittelt man die 
sich während der (hinreichend langsamen) Drehung der Belas'ungskräfte ändernden Spann- 
kräfte in den Fachwerkstäben? — In unserer Betrachtung sollen nur die Fachwerke be- 
rücksichtigt werden, deren Stabspannungen sich allein unter Zuhilfenahme der Schnitt- 
methode und der Methode der Kräftepläne vollständig bestimmen lassen.') Unsere Auf- 
gabe besteht also darin, diese beiden M»thoden zweckentsprechend so zu erweitern, daß 
für eine beliebige Stellung des astatischen Systems aus der Zeichnung die einzelnen Stab- 
spannungen unschwer entnommen werden können. Wir beginnen mit der Schnitt- 
methode. ‘) 


4. Die Schnittmethode. Der Grundgedanke dieser Methode ist kurz der folgende. 
Man schneidet das Fachwerk (Abb. Sa) durch den Sehnitt SS, der drei nicht von einem 
Knotenpunkte ausgehende Stäbe [ı, /2, /3 trifft, in zwei Teile. Die Ersatzkraft » der links 
des Schnittes wirkenden Kräfte ist sodann nach den Richtungen /,,l%,/; in die Kompo- 
nenten Sı, 852, s3 zu zerlegen (Abb. Sb), was unter Zuhilfenahme der Schnittpunkte A und 
B je zweier Wirkungslinien geschehen kann. 











[2a 24/308) 





WO 


[Za 24/505 





Abb. 8. Abb. 9. 
» 


Infolge des astatischen Gleichzewichtes dreht sich die Ersatzkraft r bei Drehung 
der Kräfe um einen festen Punkt P (ef. I, 3). Es entsteht (Abb. 9) auf /, eine Reihe 


Schnittpunkte A, mit der jeweiligen Wirkungslinie der Ersatzkraft vr. Diese A, sind mit 
dem Sebnittpunkte B der Stabrichtungen !» und /; zu verbinden, und r ist nach den 
Richtungen /, und A, B in Komponenten zu zerlegen, die wir mit sı) und A) bezeichnen 
wollen: AU ist schließlich nach Richtung /, und /; in s2(” und s) zu zerlegen. Die 


erste Zerlegung, also die von r nach /ı und A,B, soll uns jetzt an Hand der Abb. 10 
beschäftigen! 

Der Schnittpunkt der Kreisperipherie mit der 
verlängerten Verbindungslinie BP sei 8. Die Er- 
satzkraft beschreibt den Kreis k um P mit Ranius r, 


und zwar sei PA,"L PS gewählt, während PA," 
einen beliebigen Vektor bedeutet. Der Vektor PA,” 





ergibt die Komponenten Ay" Yı = sı) und Un P= AU), 
wo P\lı I BA, und A,Ylı ||, sind. Ebenso ist für 
den Vektor P4A" s®—= 4A", und Ad=NU,P, wo 
PN; | BAs und Ay”, |lı gezogen sind. Fällt man 
noch das Lot 4,'Q auf PS, zieht QX,, ferner die 
Hilfslinie Aı'F || Aa B, wenn A,’ der Schnitt von %, P 
mit Zi ist, so ist APSF_JQGP, wo & der Schnitt 
von PA," und Aı'F und 6 der von 43”"Q und V, P ist, 
sowie AY,G& Ay" JA, AıS und PA; und PA;” || FA). 
Abb. 10. Daraus schließt man: A,Q || A, P. Hat man also ein- 





I), Cf Henneberg in Enceykl. d. Math. Wissenseh. IV, I, pag. 32 bis 34. S. auch F. Schur, 
Vorlesungen über graphische Statik S 4. 
*), Cf. Henneberg, Graph. Statik der starren Systeme, pag, 468, 
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mal das AP A," (PAı” L PS) konstruiert, so ist es gleichgültig, ob man die Linie P\|, | BA; 
zieht oder durch den Lotfußpunkt Q die Linie Q, || PAı. Dasselbe gilt für alle anderen 
Punkte der Kreisperipherie k und die ihr zugeordneten Endpunkte des Vektors A), 
dessen Anfang in P liegt. Hieraus erhellt aber, daß die Punkte \I, und I; einer Ellipse‘) 
angehören, deren konjugierte Halbmesser P}ı und PS sind. Diese Ellipse ist die affine 
Figur des Kreises k um P mit der Affınitätsachse PS und der Aflinitätsrichtung /ı. Wir 
haben also den wichtigen 


11. Satz: Schneidet man ein ebenes Fachwerk durch einen drei Stäbe 
treffenden Schnitt in zwei Teile, und dreht sich die Ersatzkraft des einen 
Teiles um einen festen Punkt, so liegt der Endpunkt des Vektors der Hilis- 
kraft, diein die Verbindungslinie des Schnittes zweier Stäbe mit dem Schnitte 
des dritten Stabes und der jeweiligen Wirkungslinie der Ersatzkraft fällt, 
auf einer Ellipse um den Drehpunkt der Ersatzkraft; diese Ellipse ist eine 
affine Figur des Kreises der Ersatzkraft. 


Der Zerlegung von A) nach den Richtungen /» und /; stehen nunmehr keine 
Schwierigkeiten im Wege. In der Zeichnung ist sie nicht ausgeführt. Damit haben wir 
eine Verallgemeinerung der Schnittmethode gewonnen fir den Fall der Drehung des am 
Fachwerk angreifenden astatischen Kräftesystems. — Unsere Ellipse artet in eine Gerade 
durch den Punkt P aus, wenn die Stabrichtung /, durch P hindurchgeht. Die Punkte 
A (Fig. 10) fallen dann alle nach dem einen Punkte /, und die Richtung der Hilfskraft 


n‘) ist während der Drehung der Ersatzkraft r um P stets die Gerade durch die Punkte 


B und P. — Das Zusammenfallen der Punkte 3 und P würde bedeuten, daß r nur nach 
/s und !; in Komponenten zu zerlegen ist; infolgedessen muß in diesem Falle der Stab /; 
während des ganzen Verlauies der Drehung spannungslos sein. 


5. Die Meihode der Kräft pläne. B-kanntlich erfolgt bei dieser Methode die 
Spannungsbestimmung dadurch, daß man für jeden Knotenpunkt das Kräftepolvgon 
zeichnet, so daß sich aus jedem geschlossenen Polygone zwei unbekannte Stabspannungen 
ergeben. Jede Stabspannung kommt dabei zweimal vor, nämlich in .den beiden Poly- 
gonen die für die beiden den betr. Stab begrenzenden Knotenpunkte konstruiert sind. 
Es findet also gewissermaßen ein Abbau des Fachwerkes statt, und es entwickelt sich in 
dem Maße, in dem dieser Abbau erfolgt, der reciproke Kräftıeplan. Wir werden dieses 
Verfahren der Spannungsermittelung auch im Falle der Drehkräfte beibehalten. Schon 
von vornherein lassen sich allgemeine Aussagen über den Verlauf: der Stabspannungen 
bei Drehkräften machen. Hat man für eine Stellung des astatischen Systems einen 
Kräfteplan gezeichnet, und dreht man das Sy-tem von dieser Stellung aus um 150°, so 
wird der Kräfteplan wieder mit dem der Ausgangslage kongruent, nur der Sinn der 
Stabspannungen, Druck oder Zug, hat sich in den entgegengesetzten verwandelt. Es 
genüst also zur vollstäudigen Ermittelung der Stabspannungen, wenn man das astatische 
Kräftesystem um 150° dreht. Damit haben wir den Satz: 


12. Satz: Bei zwei um 150° voneinander verschiedenen Stellungen des 
astatischen Kräftesystems ist die Beanspruchung jedes Fachwerkstabes 
eine gleich große, aber entgegengesetzten Sinnes. Jeder Fachwerkstab 
erfährt daher, während sich das astatische System von 0’ bis 360° dreht, 
zweimal Spannunglosigkeit und je eine maximale Druck- und Zugbelastung 
gleicher Größe. 


a) Knotenpunkt mit zwei Stäben; Fachwerkelement. 
Die vom Knotenpunkte P (Abb. 11a) ausgehenden zwei Fachwerkstäbe seien mit 


lı und /, bezeichnet, die in P angreifende Kraft mit p. Im Kräfteplane (Abb. Iılb) sind 
durch ® die Parallelen zu /ı und /, gezogen. Ferner liegen auf dem Kreise k um ® die 


Endpunkte des sich um P drehenden Kraftvektors p. Einzelne Punkte der Peripherie 


sind mit A’ bezeichnet. Das im Lageplane gezeichnete p stimmt mit dem Vektor %\ı 
des Kräfteplanes überein. Zieht man durch die Punkte \” die Parallelen zu L, so er- 
geben sich auf der durch " gehenden Richtung /, entsprechende Punkte B. Die Drei- 


ecke ® 4,B liefern uns die zusammengehörigen Stabspannungen s,; — \I,B, und sı — B,Y 






I) Cf. hierzu etwa Rohn und Papperitz, Darstell. Geom. I, pag. 20, 
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5) 73 von /3 und !,. Man übersieht sofort: 
7 l> . ; 

der Stab / wird spannungslos, 

wenn p, in die Richtung von 

I; NM >, pt m jällt: ebenso ist 

in /&s keine Spannung vorhanden, 





wenn p, mit der Richtung /ı zu- 
sammenfällt. Die Größe der Spann- 
kräfte sı und s, in ihrer Abhängig- 
keit von der Drehung des Kraft- 
vektors p soll jetzt durch Rech- 
nung gefunden werden. Nehmen 
wir (Abb. 11b) die Richtung 
Abb. 11. PB Bo |lı als Ausgangsrichtung an, 





so bildet jedes p, mit ihr einen 
Winkel g. Dann gilt die Beziehung: s,:p = sin 9: sin (?R—«) wo p= p, ist und « den 
Winkel der Stäbe /, und /, bedeutet. Daraus ergibt sich: 
p 


Pe er GE 37 Er SEE RRER | 3 
sın @& 





’ 


Und ebenso: s—=-—— sinla—9) .». :» » :» sa». MM) 


sin « 





In Worten: 


13. Satz: Die Größe der Spannungen in zwei Fachwerkstäben, die von 
einem durch eine Drehkraft belasteten Knotenpunkte ausgehen, ändert sich, 
abgesehen von einer durch die Fachwerkkonfiguration und die Größe der 
Drehkraft bedingten Konstanten, mit dem Sinus des Drehwinkels, wobei die 
eine gegenüber der anderen eine Phasenverschiebunrg um den Winkel der 
beiden Fachwerkstäbe erleidet. 

Aus den beiden Formeln oder Abb. 11 folgt sofort, gleichzeitig als Bestätigung 
des 12, Satzes: der Stab l, wird spannungslos für g= o° und 180° (nach I), ebenso /ı 
für g=«@ und (150°+ «) (nach ID). Die maximalen Spannungen treten ein: für /, bei 
g=9u° und 270° (nach I) und für /i bei g—= (@— 90°) und («+ 90°) (nach I). Der 

p 

sin «' 

wie auch durch Kongruenz der Dreiecke PM; B; und PN,B, zu ersehen ist. So ergibt 
sich der Satz: 


absolute Betrag der Maximalspannungen beider Stäbe ist | Smax = 


l4. Satz: Gehen von einem durch eine konstante Drehkraft belasteten 
Knotenpunkte zwei Fachwerkstäbe aus, so sird die absoluten Größen der 
Maximalspannungen beider Stäbe einander gleich. 
Durch Vergleich mit Abb. 11b findet man leicht den 
15. Satz: Die beiden Kraft- 


a) ET __ richtungen, die einerseits die 
79 Ah Diper 

AX- RR B)N # Spannungslosigkeit, anderer- 
299 ar. ee ge seits die -maximale Druck- 
w Lz Dp oder Zugspannung eines Sta- 

ä x gs] g 
F L—r c) bes bedingen, stehen lotrecht 

A de ;; w zueinander. 


Um die Spannungen in den 

Stäben eines Fachwerkelemen- 

tes zu bestimmen, genügt es, die 

an zwei Knotenpunkten angreifen- 

——-2, den Kräfte (des astatischen Syste- 
mes dreier Kräfte) nach den betr. 

je zwei Stabrichtungen in Kompo- 
nenten zu zerlegen. So ergibt sich 

für das in Abb. 12a dargestellte 





Abb. 12. durch die Kräfte n,' q, r belastete 
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Fachwerkelement P, Q, R mit dem Kr 'fteck BON (Abb. 12b) das Diagramm 12c. Die Punkte 
WON entsprechen den Punkten PONR des Kraftecks, der Kreis um P’ mit Radius P’ 
der sich um R drehenden Kraft r. der Kreis mit Radius VO’ der sich um P drehenden 
Kraft p: VW ist alsdann gleich ON. In das Diagramm sind eingezeichnet die Richtung 


{ > s ud‘ 7>4‘ \ Pd Na * 
parallel li durch ® und die Spannungen s =&P, 2 - SW und s =C X in, b 


und /; für die im Lageplane angegebene Stellung des astatischen Kräftesystems. Um 
die zu einer beliebigen Stellung desselben gehörigen Stabspannungen zu erhalten, braucht 
man also in das Diagramm nur die betr. Vektoren p und r einzutragen. 

b) Verallgemeinerung durch die Ersatzkraftellipsen. Wir wollen zunächst 
den allgemeinen Spannungsverlauf des Diago- 


nalstabes /; ermitteln Die Spannungen sı, 5; in 
den Stäben /ı, !; (Abb. 13a) konnte man nach 


Be b) Run 





2 /EH 
dem in a) entwickelten Verfahren bestimmen. I 
Gehen wir nun zum Knotenpunkte P über IR 
(Abb. 13a), so ist dort die sich um P drehende 5" 
Kraft p in jedem Augenblicke mit der ent- & 
sprechenden Spannkraft sı in /, zusammenzu- 2 
setzen. Die Ersatzkraft — wir nennen sie o - S _—— 1 and 





ist also zu bilden aus dem sich drehenden 
Vektor p und dem variabeln, jedoch stets in 


Richtung !, liegenden sı. Ihr Endpunkt be- 

schreibt eine ebene geschlossene Kurve. Die [Za 24/570) 

Gestalt dieser Kurve haben wir jetzt zu be- 

stimmen. Hierbei wird der fo'gende Hilfssatz Abb. 13. 
Bedeutung haben: 


Hilfssatz: Bezeichnen x und y die Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 

systemes, so bestimmen die Gleichungen: 

2=asinP-+mC0sg, y=-bısinY-+bcosY..  .... WM, 
in denen ein veränderlicher Parameter und aı, und Dbı.» konstant sind, stets eine 
Ellipse, deren Mittelpunkt in den Koordinatenanfangspunkt fällt. 

Setzt man zum Beweise aı d» — a; bi =d, so lassen sich die Gleichungen auf die 
Form bringen 

d-sng=bx2—ay, d.-eosyg=ay—bx..... (IM. 

Man quadriert und addiert: (1? +5) x’ +(m?’-+@?) y’—2(abı + ab.) acy = d”. 
Da in dieser Gleichung (a1? + as?) ‘bi? + b3?) — (aı bi + au b,)’—= d’> 0 ist, stellt sie stets 
eine Elıipse dar, deren Mittelpunkt der Koordinatenanfangspunkt ist; q. e.d. 

Das Verschwinden der Koeff zientendeterminante a, bb — a, bi = d bedeutet die 
Ausarturg der Ellipse in eine Strecke durch den Nullpunkt. Denn aus d=0 folgt: 
4: =Ddıi:b, d.h. z=ey. 

Kehren wir zur Abb. 13a, b zurück! Im Diagramme bedeutet PS die dem Lage- 
plane entsprechende Kraftstellung von s. Gezogen sind ferner PS’ |, SS’ |, 
S’A=#p=P%W. DBezrichnet man den A (l,!l,) mit « und A (s p) mit ß, so ist im 
Diagramme °” PS S=«a und A ASS’ — gy—P, wenn man den Drehwinkel p von der 
Richtung PS’ I, aus zählt und S” der Fußpunkt des Lotes von N auf /, ist. In einem 
rechtwinkligen Koordinatensysteme mit dem Nullpunkte in P und der positiven Abszissen- 
achse PS” ist S’A = %y die Ordinate von \l. Es bestehen sodann folgende Beziehungen 


für die Koordinaten (x, y) des Endpunktes W der Ersatzkraft o = Pl: 
\a=PI'’+S!" - e sin(p+ «)-+-p cos (p — P) 
sin a 


I'y=psin —P). 

Nach Auflösung der trigonometrischen Ausdrücke erkennt man sogleich die Ueber- 
einstimmung der beiden Gleichungen mit denen des Hilfssatzes, und zwar ergeben sich 
für die Größen: 

aı — Ss eotg @ -+-p sin pP ag peosßp—+ Ss. 
bi =p cos p be —- p sin P. 
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Unser bisheriges Ergebnis läßt sich als Satz fassen: 

16. Satz: Dreht sich um einen Faechwerkknotenpunkt, von dem nur zwei 
Stäbe ausgehen, ein Kraftvektor ron konstanter Größe, und setzt man einen 
zweiten sich in gleicher Weise drehenden Kraftvektor konstanter Größe 
eines zweiten Fachwerkknotens, der mit dem ersten durch einen der beiden 
Stäbe verbunden ist, mit der in diesem Stabe durch die erste Kraft er- 
zeugten Spannkraft in jedem Augenblicke zusammen, so beschreibt der 
Endpunkt der Ersatzkraft eine Ellipse, deren Mittelpunkt der zweite Fach- 
werkknoten ist. 

In Abb. 14 ist diese Ellipse 

eezeichnet. Ihre Punkte lassen 

sich nach Art des Punktes W 

(Abb. 13b) zeichnen. Wieviele man 

zeichnet, hängt von der geforderten 

Genauigkeit ab. Um nun die Span- 

nungen in den Stäben /; und /; 

(Abb. 13a) zu finden, sind durch 

den Mittelpunkt P der Ellipse 

(Abb. 14) parallele Geraden zu ]; 

R und /; gezogen. Werden beispiels- 

weise die zum Ersatzkraftvektor 

o, — PN, gehörigen Spannungen 

s3”) und s;”) gesucht, so hat man 

nur die Parallele zu /; durch 

mit der zu /; parallelen Geraden 

\ durch P zum Schnitt zu bringen. 

\ g » An der Abb. 14 sieht man leicht, 

Er \ daß der Ersatzkraftvektor P,, wo 

\ %, der Berührungspvunkt der zu 

NN parallelen Ellipsentangente ist, den 

NS Maxımaldruck des Stabes /,; ergibt, 

sowie daß ein in die Richtung /; 

fallender Vektor die Spannungs- 

losigekeit des Stabes /; zur Folge 

hat. Analoz erleidet der Stab /; bei der Stellung Pl, des Ersatzkraftvektors seine größte 

Zugspannung und wird spannungslos, wenn der Vektor in Richtung /; fällt. Dies fassen 
wir in den Satz: 





® 
N 
Ar 


\bb. 14. 


17. Satz: Zerlegt man einen Ersatzkraftvektor, dessen Endpunkt sich 
auf einer Ellipse bewegt, nach zwei Stabrientungen in Komponenten, So 
bildet der Vektor, der die Spannungslosigkeit eines Stabes hervorruft, mit 
dem Vektor, der die Maximalbelastung desselben Stabes erzeugt, ein Paar 
konjugierter Ellipsenhalbmesser. 


Wir wollen nun den Verlauf der Stabspannungen s; und s; analytisch ausdrücken. 


In Abb. 14 bedeutet Pb einen Radiusvektor unserer Ersatzkraftellipse, die in der Form 
des Hilfssatzes gegeben sein soll: 


x = a sinP—+ ar cos, y=bı sin p + bs» c08 9, 


wo die X-Achse in die Richtung dee Stabes /;, fällt, und @ den Drehwinkel der Be- 
lastungskraft bezogen auf irgend eine Ausgangslage, ausdrückt. Zieht man die Gerade 
W6& |Z% und nennt den A P6W =y, so ergeben sich für die Spannkräfte ss und s; 
die Ausdrücke: 

g= L — Bı sin Y + Bs cos g, s-rT+ ’_— A, sin Pt As cos 9. 

sin y gy 

Hierin sind die Aı,. und Bi,» Konstanten, die durch die Konfiguration des Fach- 

werks und die Belastungskräfte gegeben sind. So haben wir den Satz: 


18. Satz: Dreht sich um einen Knotenpunkt ein Ersatzkraitvektor; 
dessen Endpunkt eine Ellipse beschreibt, so sind die unbekannten Stab- 
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spannungen sı und s» zweier von den Knoten ausgehenden Stäbe durch die 
Gleichungen gegeben: 


s; = Aı sin y + Ay cos y, s—=B, sing —+B:; cos y, 
in denen die A und B konstante, vom Fachwerk und den Belastungsgrößen 


abhängige Werte sind und der Winkel y der Drehwinkel des zum Knoten- 
punkte gehörigen Belastungsvektors ist. 


Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung unseres 13. Satzes. Beim Zeichnen des 
Kräfteplanes entstehen fortiaufend an jedem Knotenpunkte in den Stäben Spannkräfte von 
der Form ;—= a sin g—+Db;,cos y, wo die a; und 5b, unabhängig vom Drehwinkel y% des 
Belastungsvektors sind. Man kann nun an einen Knotenpunkt kommen, an dem man 
eine Anzahl bekannter Stabkräfte, die in obiger Form gegeben sind, zusammenzusetzen 
hat. Das Ergebnis ist ein Ersatzkraftvektor, der die Fläche einer Ellipse überstreicht, 
welche die Gleichungen hat: 


—Bsiny+B'cosy, y=-(Üsing+ ("eos g. 


Kommt dazu noch ein um diesen Knotenpunkt sich drehender Kraftvektor p, so vermehrt 
sich © um das Glied p cos (y—+n) und y um das Glied p sin (9 + 7), worin n ein kon- 
stanter Winkel ist. Die Ersatzkraft beschreibt also auch hier eine Ellipse. So ergibt 
sich der wichtige Satz: 

19. Satz: An jedem Knotenpunkte eines statisch bestimmten ebenen 
Fachwerkes beschreibt der Endpunkt der Ersatzkraft, gebildet aus der sich 
drehenden Konstanten Kraft und den bekannten variabeln Spannkräften 
der vom Knoten ausgehenden Fachwerkstäbe, eine Ellipse mit dem Knoten 
punkte als Mittelpunkt. 


6. Gestütizte ebene Fachwerke. Um unsere Untersuchung, die sich bisher nur 
auf freie Fachwerke erstreckte, bei denen also die sämtlichen an den Knotenpunkten an- 
greifenden Kräfte bekannt sein mußten, auf die gestützten Fachwerke anzuwenden, ge- 
nügen folgende Bemerkungen. Ist eine Fachwerkscheibe nnr in einem Punkte fest- 
gelagert, so ist sie im astatischen Gleichgewichte, wenn die (stationäre) Ersatzkraft des 
belastenden stationären Kräftesystems im Lagerpunkte angreift Ruht die Fachwerkscheibe 
auf einem festen Auflager A und einem beweglichen Larer B 
(Abb. 15), so ist die in einem bestimmten Punkte P der Scheibe 


angreifende stationäre Ersatzkraft p in Komponenten zu zerlegen, | Sg 
nach der Richtung n der Normalen zum Rollenlager B sowie der ir 


Richtung AS, wenn S der Schnittpunkt der Ersatzkraft p mit n 


Be 72 
ist. Bei Drehung von p ändert sich infolge der Bewegung von S p 
auf n die Richtung der in A auftretenden Reaktionskraft. Nach n, 
ll, 4 beschreibt alsdann der Vektor der Reaktiouskraft in A eine 4 r 
Ellipse um den Lagerpunkt A. Auch im Falle der Lagerung 2a 24672) \ 
der Scheibe durch drei bewegliche Auflager läßt sich die Bestim- 
mung der Reaktionskräfte nach II, 4 durchführen, falls die Rich- Abb. 15. 


tungen der drei Auflagernormalen nicht durch einen Punkt gehen. 


Il. Durchführung an zwei Beispielen. 
1. Perrondach mit Zugstange (Abb. 16). Das. erste Beispiel entnehmen wir den 
» Vorlesungen über Graphische Statik« von F. Schur, pag. 93—95. Der im Punkte A 
an einer Wand befestigte Träger mit der Zugstange BC werde durch Winddruck be- 
lastet, der sich in der Fachwerkebene dreht. Wie üblich verteilen wir den Winddruck 


auf die Knotenpunkte, so daß die Knoten E, D, B durch un. 09, 3 bezw. belastet sind. 
Die Befestigung im Punkte A vertritt ein festes, die Zugstange ein im Knoten B befind- 


liches bewegliches Auflager unseres Trägers, so daß die Reaktionskraft b in B stets die 


Richtung der Zugstange hat, während in A die Reaktionskraft a sich um A dreht und 
hierbei die Größe ändert. Die im Knotenpunkte D angreiiend zu denkende Ersatz- 


kraft W (Abb. 16c) der Kräfte ww,, ww, wa ist zu zerlegen nach den Komponenten «a und b. 
Die Ausführung dieser Zerlegung stimmt mit der Erweiterung der Schnittmethode (II, 1) 
überein. Es sei WWW, der von W zu beschreibende Viertelkreis mit dem Mittel 
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punkte O, wobei der indexlose Buchstabe im folgenden stets die im Kräfteplane (16b) 
gezeichnete Stellung von ıc, Wa, 3 bedeutet. Der Endpunkt des Kraftvektors a liegt auf 
dem Ellipsenbogen W, MN, so daß hierdurch die Spannungen sı und $, in den Stäben 1 
und 2 ermittelt werden können; die (eestrichelt angedeuteten) Vektoren W, I, sind die 
Kraftvektoren der Reaktionskraft b der Zugstange BC. Der Schnittpunkt N des Kreises 
mit dem Ellipsenbogen gibt 
uns die Stellung, bei der BC 
spannungslös ist. Die Zug- 
stange wırd also im Verlaufe 
der Drehung des Windes so- 
wohl auf Druck wie auf Zug 
beansprucht. Die geometri- 
sche Addition von sı und dem 


jeweiligen w, am Knoten E 
ergibt die Ersatzkraftellipse 
G,&6&,; 5 und s; sind be- 
stimmbar (Abb. 16). Am 
Knoterpnnkte B ist die in 
der Richtung BC liegende 
Kr#ft 5b zu wa binzuzunehmen 
(16e), so daß sich die Ellıpse 
BB, ergibt. Damit be- 








stimmen sich 5 und s;. Die 
a, ermittelten Spanıkräfte s; und 
=> | e) IP ss geben zu-ammen die in 
u Pe einer Geraden (Abb. 16e) lie- 

u 77 Y \ N. tr u ‚sah 
Bi, 0 > BJ 72 gen en Ers tzkraftvektoren 


D,DE, DON. diese wieder 

Ss; urd ss. Die schon in 

53 Ahb. 16d gefundenen Spann- 

kräfie s; müssen mt den zu- 

leızt gefundenen übereinstim- 

Abb. 16. men. Der schon oben er- 

wähnte reziproke Kräfreplan 

(16b) verschafft uns für den gezeichneten Belastungsfall eine Zeichenkont:iolle. Aus den 
Diagrammen ergibt sich folgendes: 


Bei Drehung des Windes innerhalb des gezeichneten Quadranten wird 
die sog. »Zugstange« sowohl auf Druck wie aut Zug beansprucht; dasselbe 
gilt von den Stäben 4und7. In den Stäben 1, 2, 5, 6 herrscht stets Druck-, 
in Stab 53 stets Zugspannung. 


2. Kiappbrücke') (Abb. 17). Der Fachwerkträger mit den Knotenpunkten A...H 
der gezeichneten Klappbrücke, die von horizontaler in die vertikale Stellung zu klappen 


ist, ist durch die Eigengewichtskräfte p),...,ps belastet. Ist A der Unterstützungspunkt 
der Brücke, P der Schwerpunkt des Trägers, so soll das konstant angenommene Gegen- 


gewicht q seinerseits den Schwerpunkt Q haben, der mit A und P in gerader Linie liegt. 


“= 


Das System, bestehend aus q in Q, Yp, =» in P und der in A entstehenden Auflager- 


reaktion r ist ein astatisches. Verbinden wir die Punkte @ und H durch einen Stab 5, 
so treten im Stabe @«—= AR keine Biegungsmomente mehr auf. Beim Entwurf der 
Spannungsdiagramme wollen wir mit dem am äußersten links liegenden Knoten @ be- 
ginnen (Abb. 17e ist in halber Größe gezeichnet, die Ahb.d, e, f in dreifacher Größe). 
Während des Umklappens beschreibt g den Kreis , DUO, um D, so daß sich aus Abb. c 
die in a und 5 liegenden Spannkräfte ergeben. Die Zusammensetzung der Spannung 


Cf. Heinzerling. Brücken der Gegenwart, IV, die beweglichen Brücken, pag. 25ff, 40ff, 
Leipzie 1383 
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Abb. 17. 


von a mit r— ps im Knoten A gibt den Ellipsenbogen A,ANl, und so die Spannungen 
in 1 und 8. Für H findet sich der Bogen 9,9 9ı der Ersat’kraitellipse und die Spannun- 
een sy und sy in den Stäben 2 und 9. Für B bestimmt man mit der Ellipse B,BBı die 
Spannungen in 7 und 10. Am Knoten E ergeben sich sı und s. Und in den Abb. 
e und f ergeben sich mit den Ellipsenbögen DV,OD,, 98%, &G6, der Reihe nach die 
Stabspannungen von 6, 13, 3, 12, 11 und 7. Aus den Diagrammen schließt man leicht 
folgendes: 

Die Stäbe 1, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12 sind während der Klappbewegung stets 
aufDruck, die Stäbe 5, 2, 9, 11, 13 stetsauf Zug beansprucht. In den Stäben a 
und 3 wechselt die Spannung während der Klappbewegung. 44 
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Über die Spannungsverteilung in tordierten Stäben 


bei teilweiser Überschreitung der Fließgrenze. 
Von E. TREFFTZ in Dresden. ') 


erechnet man die Torsionsspannungen in einem prismatischen Stabe, dessen Quer- 

schnitt einspringende Ecken hat, so ergeben sich in diesen einspringenden Ecken 

unendliche Spannungen. Das heißt, daß in der Umgebung dieser Punkte die 
Fließgerenze des Materials erreicht oder überschritten wird, daß somit das der Rechnung 
zugrunde liegende Hookesche Gesetz nicht mehr gilt. Im folgenden versuche ich, die 
hier tatsächlich anftretende Spannungsverteilung zu ermitteln, indem ich über das Ver- 
halten des Materials die vereinfachende Annahme mache, daß bis zur Erreichung der 
Fließgrenze das Hookesche Gesetz gilt, und daß von dem Erreichen der Fließgrenze 
an die weitere Deformation ohne Aenderung des Spannungszustandes vor sich geht. Es 
wird also das gewöhnliche Spannungs Dehnungs Diagramm durch eine gebrochene Linie 
ersetzt, die bis zur Fließgrenze aus der Geraden des Hookeschen Gesetzes besteht, und 
von da an in einer horizontalen Geraden fortgesetzt wird. 

Ein anschauliches Bild des Spannungszustandes, der sich bei einem tordierten 
prismatischen Stab auf Grund dieser Voraussetzung ergibt, erhalten wir durch sinngemäße 
Erweiterung eines (Gedarkens von Prandtl. Denkt man sich über dem Querschnitt des 
Stabes eine am Rande befestigte Membran ausgespannt, welche von unten her durch 
einen Druck aufgebläht wird, der proportional dem Verdrehungswinkel des tordierten 
Stabes ist, so ist bei Festsetzung eines geeigneten Maßstabes die Neigung der Membran 
gleich den Torsionsspannungen und die Richtung der Kurven gleicher Erhebung gleich 
der Richtung der Spannungen. 

Wenn nun nach der Voraussetzung über das elastische Verhalten des Materials 
die Fließspannung nicht übersehritten werden kann, so heıßt das, daß die Steilheit der 
Membranerhebung den der Fleßspannung entsprechenden Wert nicht überschr+iten darf. 
Mit dieser einschränkenden Bedingung erhält man die Gestalt der Membran in folgender 
Weise: Wir denken uns, und zwar materiell ausgeführt, vom Rande des @Querschnittes 
aus ansteigend eine Böschungsfläche konstruiert, deren Neigung gleich dem Fließspaunungs- 
werte ist — also über dem Querschnitt als Grundr:ß ein Dach dieser konstanten Neigung. 
Wird jetzt die Membran aufgeblätt, so wird sie sich erheben, und außer an einsprinren- 
den Ecken zunächst gerade so aussehen, wie ohne das Dach. Wırd aber an irgend 


einer Stelle die Neigung der Membran die Steilneir des Daches erreichen — und bei 
einspringenden Ecken ist dies von Anfang an der Fall — so wird sich die M-mbran an 


das Dach anlegen Damit haben wir den gesuchten Spannuı gsverlauf. Die Gebiete, 
in denen die Membran anliegt, sind die »plastischen< Gebiete, in welchen die Konstante 
Grenzspannung nach Erreichen der Fließgrenze herrscht. Die Gebiete, in denen die 
Membran frei ausgespannt ist, sind die »elastischen«, in denen die Fließspannung noch 
nicht erreicht ist, wo also nach Voraussetzung das Hookesche Gesetz und damit die 
Differentialgleichungen der gewöhnlichen Elastizitätstheorie gelten. Die mathematische 
Behandlung der Aufgabe ist dadurch erschwert, daß man die Grenzen der plastischen 
und elastischen Gebiete nicht kennt, es handelt sich mathematisch um ähnliche Auf- 
gaben wie bei Potentialströmungen mit freier Oberfläche, wo die Gestalt der Oberfläche 
ebenfalls nicht gegeben, sondern durch eine besondere Randbedingung nur implieit 
bestimmt ist. 

Für ein spezielles Beispiel, nämlich für ein Winkeleisen, dessen beide Schenkel 
gleiche Breite (b = 1) haben, werde ich im folgenden die Spannungsverteilung ermitteln, 
und zwar durch ein Näherungsverfahren, das — wenn auch nicht ganz exakt — doch 

I) Die Anregung zu dem ersten Teil dieser Arbeit, über dessen Ergebnis ich auf dem Mathe- 
matikertar in Marburg (25. Sep'ember 1923) vorgetragen habe, habe ich der Arbeit von A. Haar und 
Th. v. Kärmän: >»Zur Theorie der Spannuongszustände in plastischen und sandartigen Medien«, Nachr. 
d. Kgl. Ges. d. Wissenseh. zu Göttingen, Math. Phys. Klasse, 1909, entnommen. Der zweite Teil knüpft 
an die gleichzeitig von Herrn Nädai vorgetragenen Ausführungen an. Man vergleiche »Der Beginn des 
Fließvorganges in einem tordierten Stabe« von A. Nädai, diese Zeitschr. Bd. 3, 1923, S. 442 bis 454, 
dessen Resultate sich zum Teil mit den meinen decken, so daß ich mich in bezug auf die physikalischen 
Yrundlagen hier auf das nötigste beschränken kann, indem ich auf die genannte Arbeit verweise, 
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bei dem approximativen Charakter der ganzen Betrachtung jedenfalls ausreichend ist. 
Da es sich ın erster Linie darum handelt, die Spannungsverteilung in der Nähe der ein- 
springenden Ecke zu finden, können wir annehmen, daß sich die Schenkel des Winkel- 
querschnitts nach rechts und nach oben ins Unendliche erstrecken, wodurch die Rechnung 
vereinfacht wird. (Siehe Abb. 1.) 
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1. Die Spannungsverteilung nach der Elastizitätstheorie. Zunächst gebe ich 
die Lösung der gewöhnlichen Theorie’), um danach die Näherungsbetrachtung für das 
neue Problem anzuschließen. 

Wir legen in den Querschnitt des Winkeleisens ein Koordinatensystem, den An- 
fangspunkt in die innere Ecke, &-Achse und y Achse längs der inneren Schenkelbegren- 
zungen nach rechts und oben. Dazu führen wir die üblichen Bezeichnungen ein: 
@G = Schubmodul, ® = Verdrehung des Eisens pro Einheit seiner Länge, «© — Verschiebung 
in der Richtung senkrecht zum Querschnitt, 7, und 7, Komponenten der Schubspannung 
in der Ebene des Querschnitts in Richtung der x- bezw. y-Achse. Diese beiden Span- 
nungen sind die einzigen auftretenden Spannungsgrößen, und sind 


dw | Ow 
.=G(-oy+ ), ,=6(oc-+ ) ee 
0x Oy 
Nach den Grundgleichungen der Elastizitätstheorie genügt w der Differentialgleichung 
BLer 0? i 1 dw 1 Ow . io r i 
— +. —0, sodaß wir p= — undg= — als Realteil und Imaginärteil einer 
Ir“ Oy“ o Or a (Oy 
komplexen Funktion von z2= x + !y auffassen und demgemäß 
.=Gw(—y-+p), =Ggee—-d) : » : .:.. +. 
und | Dee: a 


schreiben körnen. An den Rändern müssen die Spannungen tangential verlaufen, was 
an den horizontalen Schenkelbegrenzungen 


—0 also Be rn 
an den vertikalen 
7. — 0 also 2 0.0 er : 3 


erfordert. Hätte der Schenkel des Winkeleisens eine endliche Länge, so wäre an der 
vertikalen Begrenzung des horizontalen Schrnkels 7.— 0; rückt die Begrenzung aber 
ins Unendliche, so ıritt an die Stelle dieser Bedingung die folgende 

0 

[ay=o oder Bu Era eine 
—1 

im Unendlichen des horizontalen Schenkels. Entsprechend für das Unendliche des verti- 
kalen Schenkels: 

0 


[a2 0 oder Re ı re ee ;. 3° 
BA; 


Ih Vere!. E. Trefftz, Ueber die Torsion prismatischer Stäbe von polygonalem Querschnitt, 
Math. Ann. Bd. 82, 1920, S. 97. 
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Die Aufgabe, die komplexe Funktion p-+ ig so zu bestimmen, daß die angegebenen 
Randbedingungen erfüllt sind, löst man in der Weise, daß man sowohl @-+:iy als 
p-+ig als Funktionen einer komplexen Hilfsgröße « darstellt. Setzen wir 


t 2 du 1 u+ 1 r i- 
2 — —. (In +- ? In 
MT l — u? TT —ı1 ' 


Ä RE ii (8), 


so ist durch diese Funktion der Querschnitt des Winkeleisens auf den ersten Quadranten 
in der v-Ebene abgebildet, und zwar in der Weise, daß die reelle Achse des Quadranten 
von Null bis 1 in die untere Begrenzung des horizontalen Schenkels übergeht, von 
| bis © in die obere, während die imaginäre Achse von 0 bis : bezw. von 2 bis & in 
die linke bezw. rechte Begrenzungsgerade des vertikalen Schenkels übergeht. 

In Abb. 1 ist diese Figur dadurch verdeutlicht, daß solche Punkte, die einander 
entsprechen, durch gleiche Buchstaben in beiden Ebenen bezeichnet sind. Die gesuchte 
Funktion erhält man dann durch die Formel 


[7 
y 

In vu. du 
4 


16 Se 
ptig=t2 — = = THU. :» 2 2 5 5 -M. 


4 


1—u 


Daß diese analytische Funktion wirklich die Lösung der Randwertaufgabe darstellt, er- 
kennt man folgendermaßen: Längs der reellen Achse ist das Integral reell, also, wie es 
für die der reellen Achse entsprechenden Begrenzungen des horizontalen Schenkels ver- 
langt war: 9g—=x. Nicht ganz so einfach ist es für die imaginäre Achse, welche den 
Randgeraden des vertikalen Schenkels entspricht. Hier ist v=? u, also 


p+igqg=i: - ‚+ rein imaginäre Größen . . . . (10). 
Br: 4 
Es ist aber 
4 du .. . 4 s au 
= ‚alofüru=?.u y= 
zn / 1— u nJ1-—|u® 
L- .. 
also p+‘ig=iz+2y-+ reinimaginäre Größen. . (ll) oder p=y. . (12), 


wie es für den Rand des vertikalen Schenkels verlangt war. 

Das Glied 0,74244 vw, das auf die Randbedingungen ohne Einfluß ist, muß hinzu- 
gefiügt werden, damit im Unendlichen der beiden Schenkel p = '/, bezw. g= '/, ist, wie 
Gleichung (6) und (7) es vorschreiben. 

Bezeichnen wir die Größe & — iy durch z, so können wir die Gleichungen (3) für 
die Spannungen 7. und 7, zu einer einzigen komplexen Gleichung zusammenfassen, 
wenn wir 

Got= nu —-iTn. 2.2 2 2.2.2020... (18) 
einführen; es ist dann 
[mis + Dr +10 . .» 2 2 00000. (14), 


so daß wir die vollständige Lösung des Torsionsproblems in der Form: 


1 u+ |] Fi 5 
= (In + In (9) 
se u— 1 u—i 
16 fInudu 2 Pe 
und = 1 13 — — 0,74244u . . ':. . . (ld 
71* 1 — ut 


“ 


I 


schreiben können. 


Die Spannungsverteilung, welche sich aus diesen Formeln ergibt, habe ich an 
anderer Stelle diskutiert. Hier benutzen wir sie nur soweit, als sie für unser erweitertes 


. . Fr . . 1 f . \ 
Problem von Interesse ist. Wir zerlegen nämlich den Spannungsvektor = —- (7, —i7,) 
G 0 
in zwei Teile / = /, — t, mit 


16 [Inu du « fa 
ız+12- . 4 Ar 16 und a = + 0,7424 u . . (10 
I 1 — u* 
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und bemerken, daß der erste Teil ,ı für v=», d.h. in der einspringenden Ecke 2 = 0 
verschwindet, der zweite Teil daselbst aber unendlich wird. Der erste Teil enthält die 
Größe z, ist also keine komplexe Funktion von 2 —+:iy, der zweite Teil /, ist dagegen 
eine analytische Funktion von 2. Das bedeutet, daß wir den Spannungszustand so zer- 
legen können, daß der in der einspringenden Ecke unendlich werdende Teil ein reiner 
Potentialvektor ist, der andere Teil dort verschwindet. 


2. Der Spannungszustand bei Berücksichtigung der Fließgrenze. Wir gehen 
jetzt dazu über, den Spannungszustand zu ermitteln, der sich aus unserer Voraussetzung 


über den Eintritt des Fließens ergibt. Wir schreiben wieder @wf—=1r,— ir, und setzen 
die Lösung in derselben Form wie oben an: 
DEE EG re re A 


wo ?, die gleiche Funktion wie oben ist, und nur der Teil /, durch eine andere kom- 
plexe Funktion ?f ersetzt ist. Für diese müßten wir zunächst die Randbedingungen 
ermitteln. An den Randgeraden des horizontalen Schenkels muß der Imaginärteil von £ 
verschwinden. Nun ist 


16 [Inu du 
w 1 — u* 
.. 

Auf der reellen Achse der u-Ebene, welche den horizontalen Randgeraden entspricht, ist 
nun das Integral reell, also wird /, reell, so daß wenn £ reell werden soll, auch ! reell 
sein muß. Ebenso erhalten wir, daß auf den vertikalen Randgeraden des Winkels, wo 
der Realteil von t verschwinden muß, ? rein imaginär wird. Dazu kommt die Bedingung 
im Unendlichen der Schenkel, d.h. für u | und v —i: hier müssen % und ' über- 
einstimmen, d.h. für v= 1 wird £ —= 0,74244, für v—=i wird f — 0,7424 8. 

Hätten wir kein Fließgebhiet, so wäre { damit vollständige bestimmt und mit f 
identisch, Da aber in der scharfen Ecke von Anfang an ein Fließgepiet vorhanden ist, 
missen wir noch die B-dingungen suchen, welehe ! am Rande des Fließgebietes erfüllen 
muß. Ueber die Gestalt dieses Gebietes, welches uns zunächst nicht bekannt ist, 
gewinnen wir aus dem in der Einleitung genannten Gleichnis Aufschluß. Errichten wir 
uns über der Begrenzung des Winkelquerschnittes ein Dach konstanter Neigung, so setzt 
sich dieses aus Ebenen zusammen, welche von den Randgeraden mit der der Fließ- 
spannung entsprechenden Neigung aufsteigen, und, was für uns die Hauptsache ist, aus 
einem Viertelkreiskegel vom gleichen Anstieg, dessen Spitze in der eiospringenden Ecke 
steht. Blähen wir pun eine Membran, die am Rande des Querschnitts befestigt ist, durch 
einen Druck von unten auf, so legt sie sich von Anfang an an den Viertelkreiskegel an. 
Da die Richtung der Spannungen mit den Kurven gleicher Erhebung der Membran über- 
einstimmt, so ist also im Fließgebiet, d.h. da, wo die Membran am Kegel anliegt, die 
Spannungsrichtung senkrecht zu den von der Ecke ‘z = U) ausgehenden Radien. Außer- 
dem ist die Größe der Spannung gleich der Fließspannung 7. Am Rande des Fließ- 
gebietes schließt sich diese einfache Spannungsvefteilung stetig an die Spannungs- 
verteilung im elastischen Gebiet an. Wir erhalten daraus als Randbedingungen für den 
Rand des Fließgebietes 


1.’ + z,? _ 7? rei (19) und er. + yT = wir : (20). 
Nun ist nach Formel (13) . iv =Golh —t). -. ». :» 2 220.0. (13). 
In der einspringenden Ecke ist aber tı = 0, also ist es auch im ganzen Fließgebiet nur 


klein, während t in der Ecke sicher groß ist. Wir begehen also keinen großen Fehler, 
wenn wir in dem Fließgebiet und an seinen Grenzen 


u En - 7) AB Er ; ; ) 
setzen. Diese Näherungsannahme ist offenbar nur dann berechtigt, wenn das Fließgebiet 


klein ist. Das wird aber durch das Resultat unserer Rechnung bestätigt werden. Be- 
zeichnen wir den Realteil von f durch R(r), den Imaginärteil duıch J/(t), so erhalten 
wir bei der angegebenen Vernachlässigung von f, als Bedingungen für ? am Rande des 
Fließgebietes 

@o[Rlt’+J()’]= 7? und zR(Ü)—yJt)=0. . . (22). 


Setzen wir noch zur Abkürzung 7,/G®= m, so lautet die erste dieser Gleichungen 
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und die zweite können wir in der Form 
R(zt one, | er; ı 

schreiben 

Damit haben wir die Randbedingungen für die Funktion t! beisammen. Sie sind 
in Abb. 2, wo der Uebersichtlichkeit wegen das Fließgebiet übergroß eingezeichnet ist, 
an die betreffenden Ränder angeschrieben. Nun ist 2 eine analytische Funktion von 2, 
welche eine konforme Abbildung des Winkelquerschnitts auf ein Gebiet in der Ebene 
der komplexen Variabeln ? vermittelt. Dieses Gebiet ist durch die angeschriebenen Rand- 




















bedingungen vollständig bestimmt. Gehen wir von der äußeren Ecke des Winkels 
Y 4 
Pr dc 
DD rk E = Im 
Er 
\2-£bene 
ee mag E-magındr ’ 
7 Rlzt)-0 
| 0 
| ” 
| Ce” £ - reell r 
| OF ' | we D e- el nl 
| ZH ” S —/ß 7=--7 
1,4 d £) U f=[(f I e l e.m_ 
(MM#7222 t:reel/ y.| y--75 yY-0 a. 


Abb. 2. 


zunächst längs der unteren horizontalen Randgeraden ins Unendliche, so ist hier ? reell, 
und wächst von 0 bis 0,74244 = c, gehen wir dann auf der oberen Randgeraden zurück, 
so bleibt ? weiterhin reell und wächst bis zum Werte m wenn wir an die innere Ecke 
kommen, wo die obere Randgerade an die Grenze des Fließgebietes anschließt. Gehen 
wir nun am Rande des Fließgebietes entlang, so ist ? = m, d.h. wir laufen in der 
t-Ebene auf einem Kreise um den Nullpunkt mit dem Radius m, und zwar bis an die 
imaginäre Achse. Dieser Punkt ? — im entspricht dem Anschluß der Fließgebietsgrenze 
an die innere Randgerade des vertikalen Schenkels. Gehen wir jetzt auf diesem entlang, 
so bleibt ? imaginär, und wird im Unendlichen / ic, d.h. wir laufen in der t-Ebene 
wieder auf den Nullpunkt zu, den wir erreichen, wenn wir längs der linken Randgeraden 
des vertikalen Schenkels zurücklaufen. Wir sehen also, daß durch die komplexe Funktion f' 
das Gebiet der elastischen Formänderung im Winkelquerschnitt auf einen Viertelkreis ab- 
eebildet worden ist. Die Schwierigkeit, daß wir den Rand des Fließgebietes nicht kennen, 
fällt fort, wenn wir in der ?f-Ebene operieren, und wir werden die Lösung unserer Auf- 
eabe finden, indem wir nicht ? als Funktion von z, sondern z als Funktion von f be- 
stimmen. Wir haben also in der ?-Ebene ein Gebiet von der Form eines Viertelkreises, 
und suchen eine komplexe Funktion z so zu bestimmen, daß sie den Randbedingungen 
genügt, d’e in der Abbildung angeschrieben sind. 


3. Lösung der Randwertaufgabe. Die Lösung dieser Randwertaufgabe ist 
mir dadurch gelungen, daß ich zunächst eine Funktion gesucht habe, welche die Rand- 
bedingungen auf den beiden Achsen in der ?-Ebene erfüllt. Dies ist die Funktion 


(25). 


Um auch die Randbedingung auf dem Kreise zu erlüllen, machen wir folgende Be- 
merkung: Ist ı (f) eine Funktion, die auf einem Teile der reellen Achse reelle Werte 
annimmt, so sind nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip die Werte w (m?/t‘) kon- 


t +1 j Ü+i 
m (d) = (In + : In - 
zT !— 1 t 


u 


jveiert komplex zu w(f), wenn f auf dem Viertelkreis ! —= m liegt. Also erfüllt die 
Funktion = 9% (f') — m?/t? w (m?]t') 
auf dem Viertelkreise die Bedingung R(zf) = 0. Man sieht jetzt, daß das hinzugefügte 


Glied m?’t?w(m’;t) auf der reellen Achse reell und auf der imaginären Achse imaginär 
ist; infolgedessen erfüllt z auch die Randbedingungen welche auf den Achsen vor- 
veschrieben sind, und wir erhalten als Lösung unserer Aufgabe: 
l +1 i +1 m® m? + t m? + it 
z (In, + ln, ) — = (In —+:ln — Er 
it 2 7 


7T nf tt nt m? — it’ 
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Suchen wir die Werte von z auf dem Rande des Viertelkreises, so erhalten wir 
das Abbild desselben, also den Rand des Fließgebietes. Für die Punkte des Viertel 
kreises ist ! = me'", Setzen wir dies in Formel (26) ein, und berücksichtigen wir, daß 
c/m klein ist, so können wir nach Potenzen von c/m entwickeln und erhalten, wenn wir 
höhere als dritte Potenzen vernachlässigen, 


1 c° R 
also =. ir cos u +cos34) | 
a (28) 
und y—- = —(— sin 4 — sin 3 u) \ 
: a 7tm 
als Koordinaten für die Randpunkte des Fließ- 
gebietes. Abb. 3 gibt die Gestalt der so ermittelten ı 
Randkurve. ITITTTT/77719 
Um die tatsächlichen Größenverhältnisse zu f 
übersehen, wollen wir noch einen Spezialfall be- 
trachten. Die Schenkel des Winkeleisens haben 
die Breite 1 cm. Wird dasselbe dann um einen 
Winkel ® pro Einheit seiner Länge verdreht, so / BER \ 
sind die Spannungen an den Außenseiten fast 
\ 
| | 
' | 


N 





[ 
t 
} 
i 





konstant gleich G wm. Die Größe m = 7,/Gw ist 
also das Verhältnis der Fließspannung zu der Span- 
nung an den Außenkanten, also gewissermaßen der 
Sicherheitsfaktor an der Außenkante. Nehmen wir / 

also m— 3, so sind wir ungefähr an der Grenze 7 m? 7 ] 


Di J 
Maßstab 
| 


dessen, was in praktischen Fällen noch zur Anwen- „L IT 
dung kommt. Aber selbst für diesen Fall ist das A 
Fließgebiet noch minimal klein. Rechnen wir aus Abb. 3 

den Formeln (28) den Flächeninhalt des Fließgebietes, 
so erhalten wir 


Ex 


F= —(zdy —_ 2: £ et ee A A 
\ \ 9 zı m” 
Mit m=3, c= 0,742 c/m = 0,25 wird dieser Flächeninhalt 7- re cm? oder rund 
7X oLlZ2 
'/ıso Yuadratmillimeter. Die größte Entfernung des Randes von der Ecke (auf der Sym- 
metriegeraden) wird 0,13 mm. 

Durch diese Rechnung ist unsere Näherungsbetrachtung eigentlich erst legitimiert, 
denn wir sehen daraus, daß wir mit dem Rande des Fließgebictes so dicht an der Ecke 
bleiben, daß die Vernachlässigung der in der Ecke verschwindenden Spannung f, in 
Formel (21) berechtigt ist. 

Leider erscheint es wegen der Kleinheit des (sebietes aussichtslos, unsere Rechnung 
am Experimente nachzuprüfen. 


4. Kreisförmige Bohrung in einem auf Schub beanspruchten Körper. 
Streng behandeln läßt sich auf Grund der oben gegebenen physikalischen Grundlagen 
der folgende von Nadai erwähnte Fall’). Denkt man sich einen Körper durch eine 
überall gleiche Schubspannung beansprucht, und bohrt dann ein Loch senkrecht zu den 
Ebenen, in welchen die Schubspannung wirkt, so erhöhen sich am Rande des Loches 
die Schubspannungen bekanntlich auf das doppelte des Betrages, den sie ohne dasselbe 
überall haben würden. Wenn nun die ursprüngliche Schubspannung, die nach dem Aus 
bohren noch im unendlichen herrscht (wenn wir uns den Körper unendlich ausgedehnt 
denken, das heißt, seine Abmessungen groß gegen den Lochdurchmesser nehmen) zwischen 
der halben und der vollen Fließspannung liegt, so wird in der Umgebung des Loches 
die Fließspannung erreicht, und es bildet sich ein plastisches Gebiet aus, das zu bestimmen 
wir versuchen wollen. Wir gehen von den gleichen phvsikalischen Voraussetzungen aus 
wie oben, indem wir annehmen, daß unterhalb der Fließgrenze das Hookesche Gesetz 
gilt, und damit in dem sogenannten »elastischen Gebiet« die gewöhnlichen Gleichungen 
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der Elastizitätstheorie, daß aber nach Erreichen der Fließgrenze die weitere Deformation 
ohne Aenderung des Spannungszustandes vor sich geht. Das vorgelegte Problem ist ein 
ebenes. Legrn wir senkrecht zur Bohrung einen Schnitt durch den Körper, so ist der 
Spannurgszustand durch Angabe der beiden auf die Schnittfläche wirkenden Schub- 
spannungskomponenten vollständig gegeben. Alle anderen Spannungskomponenten ver- 
schwinden. Wir legen ein Koordinatensysten x, y in die Schnittfläche, derart, daß der 
Anfang in den Mit'elpunkt des Loches fällt, und die x-Achse die Richtung der im unend- 
lichen herrschenden Schubspannung hat. Bezeichnen wir dann die Schubspannungskom- 
ponenten mit 7, und 7, so sind dıe Grundgleichungen der Elastizitätstheorie erfüllt, wenn 
z. und 7, Realteil und Imaginärteil einer analytischen Funktion von z=x + iy sind. 


u ee ee 

Zur Bestimmung dieser Funktion haben wir die folgenden Beziehunrgen. In dem plastischen 
Gebiet, das sich von den Enden d»s Durchmessers, der zur Schubspannung im unendlichen 
senkrecht steht, und in deren Umgebung nach oben und unten erstreckt, hat die Schub- 
spannung den konstanten Betrag der Fließspannung, ihre Richtung ist senkrecht zu den 
vom Nullpunkt ausgehenden Radien. (Siehe die Betrachtungen des ersten Abschnitts.) 
An den Grenzen des plastischen (Gebietes haben wir also zwei Bedingungen für die 
Funktion ?(:). Erstens muß 


at ı Mr a 
sein, wo m die Fließspannung ist. Zweitens muß 
er. + yr,=0 
sein, d.h. Spannung senkrecht zum Radius, wofür wir 
Ret)=0 . nn | Te: 


schreiben können, indem R(z?) den Realteil der Funktion 2? bedeutet. Die Bedingung 
(3) gilt auch am Rande des Kreises, wo ebenfalls die Schubspannung senkrecht zum 
Radius stehen muß. Dazu kommt noch eine Bedingung für das unendliche. Im unend- 
lichen soll die Schubspannung die Richtung der x-Achse haben und einen vorgegebenen 


. BD 


Betrag c, welcher zwischen n/2 und m liegt. Es ist also im unendlichen 


a 
Durch die Bedingungen (2) bis (4) ist die Funktion ? vollständig bestimmt und wir wollen 
nun zeigen, wie man sie gewinnen kann. 

Die Schwierigkeit ist die, daß wir den Rand des plastischen Gebietes nicht kennen, 
sonst hätten wir einfach eine gewöhnliche Randwertaufgabe der Potentialtheorie vor uns. 
Um zum Ziele zu kommen, führen wir darum eine Hilfsebene ({ Ebene) ein und denken 
uns, daß aus der <-Ebene das Gebiet elastischer Formänderungen, welches innen durch 
den Rand des plastischen Gebietes und di» Peripherie des Kreises (soweit derselbe an 
elastisches Gebiet s’ößt), begrenzt wird, auf das Aubengebiet eines Kreises vom Durch- 
messer d abgebildet wird. Setzen wir dann 





tz u = . . . 5 . 2 D . . . . . (6), 
. 
so ist zunächst die Bedingung erfüllt, daß überall am Rande der Realteil der Funktion 
tz verschwinden muß. Es bleibt nur übrig, > als Funktion von 5 zu bestimmen. Wir 


betrachten zu diesem Zwecke 
die Funktion 
In (/R%) =In z/R +io (6), 

deren Realteil A = In z/R eine 

Potentialfunktion ist. Nun können 

wir die Randwerte, welche 

auf dem Umfange unseres Kreises 
t in der Ü-Ebene annimmt, an- 
” geben. An den Stellen nämlich, 
wo der Kreis in der z Ebene an 
das elastische Gebiet stößt, d.h. 
längs der Strecken (siehe Abb. 4) 
H—A—B und D—E-—F, ist 
 —= R, also 
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m 


Längs der Strecken B-C—D und F—G-—H, welche dem Rande des plastischen 
pP 
-, woraus wir 


Gebietes entsprechen, ist ? = m, außerdem ist nach Formel (5) ?—[— - 


- 


z berechnen können. Führen wir nämlich in der Ü-Ebene Polarkoordinaten ein 


= pe? ; r R i ; : : : . (8), 
. . . d K,, p d? . . 
so ist auf dem Kreise [| — ei), also | — Ti :d sin” und 
EEE : 6 er: ER 


woraus wir, indem wir die Absolutbeträge nehmen, 


di. 
2 — 5 Br ee a . (10) 
m 


erhalten. 

Die Punkte B, D, F und H bezeichnen in den beiden Ebenen die Stellen, wo das 
plastische und das elastische Gebiet am Kreisumfange in der z2-Ebene aneinanderstoßen. 
= y sei der Winkel des Punktes D in der {-Ebene. An dieser Stelle muß sich aus 
der Randbedingung (7) und der Randbedingung (10) das gleiche ergeben, d. h. es muß 


. dsin} . Rm 
A=0 = In 7, also: BET ea A 
Rm d 
sein. Führen wir dies in Formel (10) ein, so erhalten wir für A —= In z/R am Rande 
des Kreises in der [-Ebene die folgenden Randbedingungen: 
für 0 <9 < y Am 0 
a sin 4 ee zer 
= N — 7/2 A — In ); 
sin y 


die gleichen Randwerte sind an den symmetrisch liegenden Punkten der anderen drei 
Quadranten“vorgeschrieben. 

Im unendlichen ist tz=[, t—=c, also z2={/ce. Um dieser Bedingung für das 
unendliche zu genügen, machen wir für A den folgenden Ansatz: 


& ® 2 0\ e a 
., — In = — day ( ) BEENDETE ar se, 
cR 1 d 


Den Symmetrieeigenschaften der Aufgabe ist dadurch Rechnung getragen, daß nur 
die Cosinusglieder und nur gerade Potenzen auftreten. 

Die Koeffizienten a,, bestimmen sich in bekannter Weise, indem man für den Rand 
des Einheitskreises die bekannten Randwerte der Entwicklung gleichsetzt: 


d 4 
Rand — In — — Zac 290 . . .  ı ; 1% 
2cR 1 


r .. » „ [3 * 1 [3 
Zunächst betrachten wir den ersten Koeffizienten In ( us Dieser muß 
s ( 


2 


) m /') 
d 1 f 2 sind Pe 
In un |Aranı dd = In A . Ki) 
2cR an ru sin Y 
0) Y 
sein. Durch partielle Integration erhalten wir aus der rechten Seite: 
r/2 r/2 n/2 
d - u sin # 2 ü . 2 
— — ®1n — O co $d$ — — In sin y — J cot U dd (16), 
2cR TT sin y zT T_ 
Y Y Y 
. er . . f \ v Rm . 
woraus wir, wenn wir nach Gleichung (11) sin y= einsetzen, nach Umkehren der 
C 
Vorzeichen 
r/2 
/ \ 2 («. c - 
In (2 c/m) = BIBBER Re + 
7T 
Y 


erhalten. Diese Gleichung liefert uns den Zusammenhang zwischen der Größe der Schub- 
spannung im unendlichen (bezw. ihrem Verhältnis zur Fließspannung) und dem Winkel y 


\ [IE R . . . 
und daraus nach (11) d=  _. Außerdem erhalten wir aber als physikalisches Resultat 
sın Y 


aus dieser Gleichung die größte Entfernung, bis zu welcher sich das plastische (Gebiet 
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-] 
1 


erstreckt. Bezeichnen wir die höchste Höhe des plastischen Gebietes in der z-Ebene mit 


h, so ist für diesen Punkt != m, = ih, [= id/2, st= $—d?4G —=id, also 
d R in 
h= — . ; ; . F s . . . . (18). 
m sin y 


Abb. 5 gibt die Abhängigkeit von sin y und Ah/R von e/m. Wir übersehen zugleich 
die Grenzfälle: Wird ce = m/?2, so ist nach Formel (17) y= r/2 und nach (!$)h=RH, 
das ist also der Wert der Sehubspannung, bei welcher ein Fließgebiet aufzutreten beginnt. 
Den anderen Grenzfall erhalten wir für 7 = 0; durch elementare Umformung kann man 


/) 


e 7 s Mn 
zeigen, daß jo co U dd — : In 2 ist. Es gehört also, wie zu erwarten war, zu dem 
Ö 

Werte 7— 0, wo h unendlich wird, der Wert c m, d. h. das Fließgebiet erstreckt sich 

ins unendliche, wenn die Spannung im unendlichen gleich der Fließspannung wird. 
Zur vollständigen Lösung gehört noch die Bestimmung der übrigen Koeffizienten 

» & I j 

EN In En 2.7 > SE 


Durch partielle Integration ergibt sich 


1 
N 


*) 
Ay = — [ot DREIER ;. 2 3-6 Bra a 


7ıv 


w/ 


Zur Auswertung dieses Integrales setzt man zweckmäßigerweise 


7ı rt’ asy \ 
da», —- ” (21). 
und erhält dann durch elementare trigonometrische Umformungen 
sin2»”y sin(2” +2)y 
dt Ente Be Ta ET RS Se 
23 2v+2 


woraus sich die Koeffizienten a,, in der folgenden, leicht übersehbaren Form berechnen 


IT ag gt sin 27 
> ‘) / 2} 
> may 7T sin 2y sin 4 y 
——— r I / ’ 4 
>) ia ) ’ ax 2) 4 
3 Tas T sin 2: sin 4 y sin 6Y 
on FE .») ; ‘ D / P 
- 2 9 En En 
2 2 ‘ 2 4 R (23) . 
4 Tag Jı sin 2 v sin 4 y sin 6Y sin 8y 
N ‘ d d d 
ee TH > in 2 2 n s.. 
2 2 ’ 2 4 b 8 
>rtayo T sin 2 sin 4 y sin 6 Y sin 8 y sin 10 y 
— - —) — - ) >> nt 
2 2 r 2 4 6 8 10 

















Abb. 6. 
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Damit ist unsere Aufgabe vollkommen gelöst; hauptsächlich interessiert uns die 
Grenze des Fließgebietes. Gleichung (13) liefert uns den Realteil der Funktion In 2/R 
als Funktion von $. Ergänzen wir sie durch den Imaginärteil, so erhalten wir 


- "a Rn = \ 2 
In— = In & As, ( en a 
R cR l d 


Die Grenze des Fließgebietes erhalten wir dann, wenn- wir in dieser Formel 
d 


) 
in der z-Ebene r und 6 Polarkoordinaten, so erhalten wir also den Rand des Fließgebietes 
in Parameterdarstellung: 


.. 
a — 


e'” einsetzen und für # > y die zugehörigen Werte von In z/R bestimmen. Sind 


Mi d id sin I 
ln — = In- — 3 a cos 29 = In 
R 3cR ] sin Y re 
‘ (935). 
’e \ u 
o—U+ X ao, sin?2vrd 


l 
Für 7 = 30° gibt Abb. 6 die Fließgebiete, der zugehörige Wert von e/m ist 0,724. 
412 


Die kleinsten Kosten. 
Von A.P. BOCK in Brünn. 


nsere Aufgabe sei, den allgemeinen Begriff der Kosten zu definieren, die Kosten als 

Funktion der sie beeinflussenden Größen darzustellen, sowie die Bedingungen an 

zugehen, unter welchen die meist mehrfach unentlich vielen Variationsmöglich 
keiten ein Minimum dieser Kostenfunktion ergeben. Schließlich haben wir dann noch zu 
sagen, wann der Grundsatz der kleinsten Kosten nicht gilt und das Gebiet des wirtschaft 
lichen Denkens überhaupt abzugrenzen. 


1. Begriff der Fälligkeit. Mit Rücksicht auf die bekannte Erscheinung des 
Kapitalszinses ist es nicht gleichgiltiig, in welchem Zeitpunkte eine bestimmte Menge 
Geldes zur Erreichung eines gegebenen wirtschaftlichen Zieles (Wasserversorgung einer 
Stadt, Ueberlandkraftwerk usw ) tatsächlich aufgewendet wird. Man sagt, daß eine be- 
stimmte Summe Geldes planmäßig zu einem bestimmten Zeitpunkte »fällig« wird, und die 
»Fälligkeit« ist somit eine notwendige Eigenschaft jeder Kostenteilsumme. ‚Jede Kosten- 
teilsumme ist also nicht nur veränderlich nach der Größe des betreffenden Geldbetrages, 
sondern auch nach ihrer Fälligkeit, d. i. nach der Zeit. Geld und Zeit werden mitein- 
ander algebraisch verknüpft durch Anwendung der Zinseszins- oder Interkalarrechnung. 
Nach dieser lassen sich verschiedene Kosten vergleichen, indem sie nämlich auf einen 
bestimmten Basiszeitpunkt nach einem Zinsfuß T diskontiert worden sind. Besteht also 
eine Kostensumme K aus Geldaufwendungen kı,%k»,k3 ...., welche in den Zeitpunkten 
fı,te,t3.... fällig werden, so erhalten wir die auf den Basiszeitpunkt (? = 0) bezogenen 
Kosten K bei fortlaufend gedachtem Zins und Zinseszins aus der bekannten Formel 


h 2 
Skat [di Skat 
K=fıe +kye" +ke 
worin e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 

Außerdem hätten wir noch zu berücksichtigen, daß die Werteinheit des Geldes 
keine Invariante nach der Zeit ist, sondern eine nach der Zeit relative Maßeinheit dar- 
stell. Bei geringen Wertänderungen, wie sie zu normalen Zeiten die Goldmünzeneinheit 
zeigt, ist es jedoch möglich, diese Aenderung des Wertes der Werteinheit durch eine 
Reduzierung des Zinsfußes © zu berücksichtigen. Bei größeren (rascheren) Wertverschie- 
bungen der Geldeinheit im Laufe der Zeit gestattet uus die Verwendung gewisser Index- 
ziifern eine praktisch genügende Annäherung an eine zeitlich invariante Werteinheit 
(Indexeinbeit) zu finden, sodaß wir diese Angelegenheit aus unseren weiteren Ueber- 
legungen ausschalten können. 


2. Begriff des Kosteneffektes. Die Geldsummen, welche wir zur Deckung von 
Kosten ausgeben, sind praktisch in der Regel zu bestimmten Zeitpunkten (Wochenende, 
Monatsende, Jahresende) fällige, also zu isolierten Zeitpunkten. Aber ähnlich, wie wir in 
der Fehlertheorie der Wahrscheinlichkeitslehre bei der Fehlerfunktion ein Kontinuum nach 
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der zu messenden Größe in bewußter Willkürlichkeit, aber mit siehtbar praktischem 
Zweckerfolge herstellen, ebenso können wir statt der einzelnen Geldansgaben zu isolierten 
Zeitpunkten uns mit der Zeit fortlaufende kontinuierliche Geldausgaben denken, die durch 
einen Diiferentialquotienten -k = g(tf) definiert erscheinen. Diesen Differential- 
’ 

auotienten nennen wir den Kosteneifekt, welcher durch eine Zeitiunktion dargestellt 
werden kann. Tragen wir diese Zeitfunktion graphisch auf, so ergibt uns ihre Fläche 
wohl ein Maß für die Summe aller Geldanfwendungen, aber noch nicht für die Kosten- 
sröße. Erst wenn wir das Element dieser Fläche X dt auf den Basiszeitpunkt der Kosten- 
rechnung (ft = 0) diskontiert haben, erhalten wir das Differential der Kosten dK, woraus 
sich die Beziehung 


dh e I" dt i : f : . . . (1) 
ereibt. 


Den Ansdruck Ir nennen wir den diskontierten Kosteneffekt und seine 
Integration nach der Zeit ergibt 


Pu uns die Kostengröße. 
E j N Als Beispiel führen wir 


IN /\- Kom , die Funktion p(f) an, die sich 
/x \\ bei einer Wasserkraftanlage un- 
/, ar es zu 64 diskontierfen Kosteneffekfes gefähr ergeben wird. Die strich- 
| NY \ \ punktierte Linie gibt in ihrer Or- 
| \ dinate den diskontierten Kosten- 
\ effekt an, der unter allen Um- 
r \\ ständen für ?/= © asymptotisch 
| \N regen 0 konvergiert, so daß auch 
Yu 2 EEE CENTER OCER VORREITER dann ein endlicher Kostenwert 
BEER) Bl ine en: Sonnen cc herauskommt, wenn wir das Zeit- 
integral, welches den Kostenwert 
definiert, bis zur oberen Grenze 
t!—= » reichen lassen Siehe Abb 


3. Das Kostenminimum. Die Variation der Kostengröße läuft also nach dem 
Vorhergehenden auf eine Variation der Funktion 9 (/) hinaus und das Kostenminimum 
entsteht, wenn die bekannte Lagrangzesche Bedingung 

d A OK 
— = ( te A 


1tE OA OA 


erfüllt ist und diese stellt also das ökonomische Gesetz in seiner allgemeinen Form dar, 
nach welchem sich der Kostenkleinstwert bildet. 

©, hinzuzufügen, daß die Wahl des Basiszeitpunktes der Kosten- 
rechnung vollständig willkürlich erfolgen kann und daß bei jedem gewählten Basiszeit- 
punkte die gleiche vorteilhafteste Zeitfunktion P(f) aus der Gleichung (2) folgen muß. 


Ks ist kaum nöt 


Praktisch wählt man bei der Planung von Investionsanlagen einen Basiszeitpunkt, welcher 
in der Nähe des mutmaßlichen Zeitpunktes der Betriehseröfinung liegt, woraus sich für 
die Anlagekosten eine Zinseszins- bezw. Interkalarrechnung, für die folgenden Betriebs- 
und Erhaltungskosten eine Diskontierungsreehnung ergibt. 


4. Einführung physikalischer (technischer) Größen. Die Zeitiunktion g (f) 
ist immer eine Funktion % gewisser physikalıscher bezw. technischer Größen. Letztere 
sind zum Teil zeitlich unveränderliche Größen a. b,e,...., welche durch die Art und 
Größe des angestellten wirtschaftlichen Zieles gegeben sind. Wenn z. B. das wirtschaft- 
liche Ziel in der Herstellung einer Eisenbahnbrücke besteht, so sind die Größen des vor- 
geschriebenen l.astenzuges solcher Art. Ebenso die vorgeschriebenen Sicherheitskoeffi- 
zienten. Zum Teil sind die in der Funktion ® vorkommenden Größen auch variations- 
fähiger Art. Denken wir uns die erwähnte Eisenbahnbrücke als eiserne Tragkonstruktion 
auf steinernen Pfeilern, so ist die Anzahl der Pieiler, die Größe des Steinmauerwerks 

\nzahl der m’) und das Gewicht der Eisenkonstruktion innerhalb gewisser Grenzen 
variationsfähig. Aber es gibt zwischen dem Kubikausmaß des Steinmauerwerks, dem 
Gewicht der Eisenkonstruktion und der Anzahl der Pfeiler gewisse Beziehungen tech- 
nischer Art und zwar in diesem Falle zwei, welche sich aus der zulässigen Beanspruchung 
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des Eisens einerseits und der zuläss’gen Beanspruchung des Mauerwerk andererseits 
ergeben, sodaß nur eine der 3 erwahnten Größen als unabhängige variationsfähig 
erscheinen würde. Wir denken uns die abhängig variationsfähigen Größen mit Hilfe der 
erwähnten Beziehungen technischer Art aus der Funktion ® eliminiert, sodaß diese 
außer den Invarianten a,b,e.. nur noch unabhängig variationsfähige Größen x, y.. 
enthält. 

Diese Größen &. y.... haben wir uns als Variable der Planung, aber als Unver- 
änderliche nach der Zeit zu denken, d. h. wenn sie einmal gewählt wurden, ändern sie 
sich im Laufe der Zeit nicht mehr, wie dies bei den oben angeführten Größen des Bei- 
spieles der Eisenbahnbrücke der Fall ist. 

Aber es gibt auch technische Größen, welche eine Veränderlichkeit nach der Zeit 
erhalten, z. B. die Geschwindigkeit eines Stollenfortschrittes bei einem Tunnelbau oder in 
einem Bergwerke. Bezeichnen wir die Stollenläuge mit x, so ist die Geschwindigkeit des 
Stollenfortschrittes mit w -— — g.(f) gegeben. Wir berücksichtigen in der Funktion ® 

€ 
nur solche Größen w, ®,...., welche wir als unabhängig variationsfähige Zeitfunktionen 
erkannt haben. Wir können somit schreiben: 


(tt) = D (a,b, ‚UP 4 BUBEN a a (3) 
und ET ET RORE 7 TUE 15 POEE r . } 
Die Bedingungen für den Kostenkleinstwert lauten nun: 
OK aoOK OK 
—— IR — © | 
ca 3 dt Ou du | 
(9) 
N) K d OK OK 
== 03 —— — () 
(197 dt dv IV 


lüs ist nicht überflüssig, zu bemerken, daß diese Formeln auch zu einem Maximum 
K führen können und daß eine weitere Untersuchung nötig ist, ob der Fall eines Maxi- 
mums oder eines Minimums X für die aus den Gleichungen (5) gewonnenen Resultate 
zutrifft. % 


5. Begriff der ökonomischen Präzessionen (wirtschaftlichen Voreilung). 
Die Größen a,b, c können für den technischen Plan konstant sein, sie missen aber in 
der Wirklichkeit nieht unveränderlich nach der Zeit sein. So ist z. B. die Bevölkerungs- 
zahl einer Stadt, die mit Trinkwasser zu versorgen ist, eine logarithmische Funktion der 
Zeit, die Giöße des Wasserreservoirs und die Leistung der Pumpenanlage können aber 
praktisch dieser Zeitfunktion nicht fortlauf-nd angepaßt werden, daher muß für die tech- 
nische Planung eine Bevölkerungszahl eines be-timmten Zeitpunktes als absolute Invariante 
angenommen werden, es ist damit aber selbstverständlich nicht gesagt, daß die zur Zeit 
der Planung geltende Bevölkerungszahl der Stadt gewählt werden muß. Es hat sich viel- 
mehr gezeigt, daß es wirtschaftlich besser ist. eine in einem bestimmten Jahre des zu- 
künftigen Betriebes wahrscheinlich eintretende Bevölkerungszahl der technischen Planung 
als absolute Invariante zugrunde zu legen. 

Sind die Größen a,b... durch bestimmte Zeitiinktionen a = 9,(t), b= g, (f) 
usw. d-finiert, welehe unabhängig voneinander sind, so kann man sie natürlich in der 
Funktion F ebenso ansehen, wie von der Zeit abhängige Größen &,y... und dann treten 
zu den Bedingungen (5) noch die folgenden hinzu: 

OKdt OK OKdt . OK 


— (> — — == () USW. r ; ; R | 
ot da da ot db ob 


Po 
” 


Diese fiihren zu bestimmten vorteilhaftesten Größen a,Db,...., welche in bestimmten 
Zeitpunkten Z.,f,.. der Zukunft in der Wirklichkeit gelten werden. Man kann also 
die Gleichungen (6) auch durch die folgenden ersetzen: 

OK OK 
== 0; == 0 BEW.. . - -; NETTER |; 
Ita Ob 
indem man statt a,b... die Ausdrücke 9.. %5 ... in Funktion F einführt. 

Man versteht dann unter /, und /, die Präzessionen oder die Voreilungszeiten, welche 
variationsfähig sind und jene Voreilungszeiten, welche den Bedingungen (6) oder (7) 
entsprechen erscheinen als die wirtschaitlich vorteilhaftesten Präzessionen. 

Das Gesetz der wirtschaftlichsten Vereilung gilt allgemein für das ganze wirtschaft- 
liche Gebiet und nicht nur für die kleinsten Kosten, Es ist in seiner allgemeinsten Form 
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vom Verfasser ausgesprochen worden!); die Wevrauch-Forchheimerschen Formeln, 
wie das Gesetz der Reproduktionskosten des Amerikaners Carrev sind schon früher 
bekannt gewesene Teilerkenntnisse desselben Gesetzes °). 


6. Praktische Näherungen. Es ergibt sich in vielen Fällen keine Notwendigkeit, 
daß die Lösung der Bedingungszleichungen sehr genau erfolgt. So muß z. B. die Pfeiler- 
anzahl einer Brücke stets eine ganze Zahl sein und es geniigen hierzu oft verhältnismäßig 
erobe Annäherungsverfahren, etwa solche geraphischer Art. Ebenso ist es nicht unbedingt 
notwendig die vorerwähnten Lagrangeschen Gleichungen bei Näherungsrechnungen 
anzuwenden. Nimmt man statt der Zeitfunktion «= g,„(f) an, daß u in bestimmten Zeit- 
intervallen (1 Monat oder 1 Jahr) invariant bleibt und sich nach Ablauf des Zeitintervalls 
sprunghaft ändert, im nächsten Zeitintervall aber wieder invariant bleibt, so erhalten wir 
für das erste Zeitintervall A,’ ein zeitlich invariantes u,, für das zweite Zeitintervall Ay/ 
ein zeitlich invariantes z, und so weiter. Diese Größen v,, ts» ... kann man dann so 
wie die Größen &, y... behandeln. Oft genug stimmt diese Annahme mit der Wirk- 
lichkeit sogar besser überein, wie z. B. bei einem Tunnelhauptstollen, weil das angewendete 
technische Vortriebsystem eben mehr oder minder sprunghaft geändert werden muß 
(Aufstellung rascher wirkender Bohrmaschinen usw.). 


7. Die Variation des Zinsfußes. Der Zinsfuß ist bekanntlich keine Konstante 
nach der Zeit, sondern eine Funktion derselben. Wenn auch für die wirtschaftlichen 
Rechnungen, die wir im Auge hatten, der schwankende Diskontsatz der Notenbanken 
weniger in Frage kommt, als der weit stabilere Zinsfuß für langfristige Hypotheken- 
verpflichtungen und Teilschuldverschreibungen, so maß man doch stets beobachten, daß bei 
ieder Kostenrechnung anläßlich einer wirtschaftlichen Pianung bezüglich der Zinsfuß- 
verhältnisse der Zukunft eine Annahme schätzungsweise gemacht werden muß. Man 
nimmt in der Regel einen mittleren Zinsfuß als invariante Größe an. 

Theoretisch ist die Frage aber doch sehr interessant, ob es auch eine vorteil- 
hafteste Zeitfunktion des Zinsfußes geben wiirde, wenn diese Zeitfunktion bis zu einem 
gewissen Grade wilikürlich wählbar wäre. 

Beachten wir, daß jede der Kostenraten /i,, k» ... eine Funktion des Zinsfußes C 
und der Zielgröße r sein muß, denn die Geschwindigkeit einer Bauausführung ist 
bekanntlich in erster Linie vom Baukreditzinsfuß abhängig und außerdem spielt die 
Größe des auszuführenden Bauwerks selbstverständlich eine Rolle für die Größe der 
Kostenraten. Wir können somit schreiben: 


kı = Wı (rc 
ee; PER ° 


\ 


Der Basiszeitpunkt der Kostenrechnung sei = (0 und wir beachten, daß derselbe 
willkürlich gewählt werden kann, ebenso wie die Termine der Raten (ihre Fälligkeiten) 
willkürlich gewählt werden können, die wir mit Zı, tz... bezeichnen. 


Fiir die Kosten X erhalten wir durch Diskontierung den Ausdruck 


je tg 
[Sdt [sat 
K=ı(r,Q)e ED iin 
u in en. . dZz 
Ist die Zeitfunktion des Zinsfuß durch die Diiierentialgleichung {’ — Ye y(t) 
( 


y.; 


. “ [ Sa . » v / ' Yudar, dt 
definiert, so ist R dt=( und (Cat R dt dt; weshalb wir K — Iıp(r,{)e/” 


schreiben können, wobei für ein Minimum A mit Rücksicht auf die Variation von { die 


l‚agrangesche Bedingung doK OK r 


dtog’ OS 
gilt. Die vorerwähnte Willkürlichkeit der oberen und unteren Integralerenzen gestattet 
uns die Diiferentiation »unter dem Integralzeichen« anzuwenden und wir erhalten: 


OK [ 2 a Oo (Sdtdt 
Ba SE 4 
ec) Ana ı 


I) In seinem Aufsatze: »Der Ertrag werteschaffende (Wasserkraft-)Anlaren«, Zeitschr. des österr. 
Inge. u. Arch. Ver 1922, H. 48/49, S. 209. 
*) Aus obigen allzemeinen Formeln können alle teehnisch-ökonomischen Formeln für spezielle 


Fälle, auch die Weyrauch-Forchheimerschen gefolgert werden 
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ferner 
d OK . „U w # £ m 2 Be ow O2 1) on ()ım * i /f> At 27 
= 2 ty(r,S)+ 1° Ir + kle’wir,s’Ildt+ an u a { frrat |e 
ÄE oO, “ OsJ x ” af ol DI 
Andererseits erhalten wir: OK vl (rt) vw) Jat: 
a & & 
er | / u 1 
- Bi . U 


Nach Wegstreichung der gleichen Glieder mit entgegengesetztem Vorzeichen ergibt 
sich schließlich für ein Minimum X die Bedingung: 


dök OK \ | 0277 O:w |], ® . Oyv]/(, fr dta 

— = 2% l/ot° et — IC | Is? uv(r. Cl) +t T’atte — () 9), 
dtog ÖL (| F ara r se |° 4 L « ‚S) ol, 0 \ . 

Die Bedingung ist offenbar für = — » erfüllt, was aber praktisch unmöglich 
ist. Eine weitere allgemeine Lösung ergibt sich für "= 0, d.i. für © = Konst. Aller- 


dings gibt es mathematisch noch unendlich viele andere Lösungsmöglichkeiten, die sich 
aber alle als praktisch unmöglich erweisen, wenn man untersucht hat, ob die in den | | 
Klammern stehenden Ausdrücke wesentlich positiv oder wesentlich negativ sein müssen. 
Die Lösung Ü = 0 ist übrigens auch die einzige Lösung, welche für alle im gleichen 
Zeitraum durchzuführenden Planungen gelten kann, andere Lösungen hätten höchstens 
für irgend einen speziellen Fall einer bestimmten Planung Berechtigungsmöglichkeiten. 

Das Resultat sagt uns, daß jede Kostenrechnung nur dann zu einem Minimum 
führen kann, wenn der Zinsfuß konstant ist. Diese wirtschaftliche Forderung wurde 
schon zur Zelt Napoleons geahnt, aber bis jetzt nicht einwandfrei bewiesen. Immerhin 
hat dies in Frankreich soweit gewirkt, daß das Statut der Banque de France in einer 
Beziehung besser ist als jenes der Bank of England, weil ersteres eine stabilere Zinsfuß- 
politik gestattet. In England hat man eben dem Grundsatz der unbedingten Barzahlung 
fast jedes andere wirtschaftliche Moment geopfert, obwohl die Erfahrung gezeigt hat, daß 
das Pfd. Sterl. auch bei Suspendierung der Bankakte keine Einbuße zu erleiden braucht. 


8. Schlußbemerkung. Die Forderung der kleinsten Kosten ist nicht in allen 
Fällen die wirtschaftlich richtige, sie ist es nur dann, wenn die Größe des wirtschaft- 
lichen Zieles als invariante Größe oder invariante Zeitfunktion von vornherein gegeben 
ist. Wenn wir aber beispielsweise eine Wasserkraftanlage ausbauen wollen, so ist die 
Zielgröße auch durch die geplante Leistung (Arbeitseitekt) der Anlage meßbar und diese 
Leistung kann innerhalb gewisser Grenzen von uns willkürlich variiert werden. Hier 
kommen wir zur Eselsbrücke des wirtschaftlichen Denkens, über welche soviele Nicht- 
mathematiker gestolpert sind, weil sie sich eine Variation der Zielgröße und der Kosten 
bei einer funktionellen Beziehung zwischen beiden nicht vorstellen konnten. 

Teilen wir die Kosten X in Anlagekosten X. und in diskontierte Betriebskosten 
I). Beachten wir ferner, daß der Wert W der fertigen Anlage durch die Diskontierung 
aller wahrscheinlichen Reinerträge der Zukunft gegeben ist. Bei der Berechnung der 
Reinerträge sind die entsprechenden Betriebs- und Erhaltungskosten bereits in Abzug 
gebracht, sodaß wir bilanzmäßig bei Betriebseröfinung nur die Änlagekosten A, dem Wert 
W, gegenüberzusetzen haben, welcher auf den gleichen Basiszeitpunkt berechnet sein 


muß, wie die Kosten X,.. Der wirtschaftliche Erfolge des Unternehmens oder der Grün- 
dungsgewinn @ ist dann durch G = W, — K. gegeben. Dieser Ausdruck hat ein 


\laximum zu werden und man sieht deutlich, daß K 
Wu, + K, eine gegebene Konstante ist. 

Mit Rücksicht auf die beschränkten Mittel (Kapital und Arbeit) sowie mit Rücksicht 
auf die drängende Zeit sind die verschiedenen zu planenden wirtschaftlichen Unter 
nehmungen nicht unabhängig voneinander, aber die Summe aller möglichen Gewinne G 
hat ein Maximum zu werden, was wir 

S(W, —K.)=Max! . . . ER a Der 2 
schreiben können. Je nachdem, ob wir diese Summe für einen Staat oder für die ganze 
Welt gelten lassen wollen, erhalten wir somit in dem Ausdruck (10) die oberste und all- 
emeinste Forderung für die volkswirtschaftlichen bezw. für die weltwirtschaftlichen 
"lanungen. 

Diese Forderung ist ein allgemeiner Grundsatz des wirtschaftlichen Denksystems 
und die vorteilhafteste Annäherung an diese Forderung ist das Streben der wirtschaf- 
enden Menschheit. Die »richtigen« Wirtschaftsentschlüsse wären hiernach in jedem 
\ugenblicke von Natur aus eindeutig gegeben und unsere wirtschaftliche Willensfreiheit 
esteht nur darin, daß wir uns den richtigen Entschlüssen mehr oder weniger nähern 
können. sy0 


Min! nur dann richtig ist, wenn 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Ueber das Voreilen beim Walzen. Die I. Es soll nun untersucht werden, ob es 
\oreänse beim Walzen von NMelallen sind zwaı möslich ist. längs der ganzen Strecke A—DB 
olt Gegensland wissenschaltlicher Forschung ein Einziehen des Walzsutes aufrecht zu 
sewesen, bis jelzt jedoch keineswegs einwand erhalten. Es müßte dazu überall die Ge- 
freı erklärt worden !). Im allgemeinsten Falk schwindigkeit a der Walze größer sein als die 
ind die Erscheinungen so komplizierl, dab Geschwindiskeit des Walzgutes. Mit x und y 
eine  vollsländige l,ösung vorläufig ausg« posiliv müble 
‚chlossen erscheint und auch für den einfache v, acosa 2 und v a—y 
ai al des Waizens von Biechen bedar! m sein. Aus der Figur ergibt sich 
weilerer Kenntnisse der Geselze für bildsamı 22 
lormänderungen, bevor man sich an eine theo P—P 2R(1—cosa 
relische Gesamterklärung heranwagsen kann. oder p P 2R--2Rcosa,. 


Unler den experimentell nachgewiesenen Er 


Sseizen wır 
scheinungen gibt es die sogenannte Voreilung 


i u. 2R “»P und 1 cost„=h., 
das Walzgut tritt mit einer größeren Geschwin- ’ 
. . " . . Ö WAS, | » 
diskeit aus der Walze hervor als die Umfangs- o ergibl sich 
se u s p=P(1—x«h). 
geschwindigkeit der Walzrollen. Dieses \oın / 
eilen hat man sowohl beim Blechwalzen wi Weil p (die Dicke) natürlich positiv bleibt, 
beim Walzen von Stläben festgestellt. Im Nach muß lmmer 
folsenden wird, unter sewissen vereinfachen x. h 1 
nahmıpn \ re) nl Ä » -ochnı ”ı h ' R N 
den Annahmen, untersucht, ob sich rechnerisch sein Die obige Voraussetzung (3): Pvz Pv, 
(esistellen läßt, unter welchen Umständen dis chreibt sich nu 
\orellung zu erwarlen ist. 
’ P(I h ! U) P (acos« T ) 
l 
odeı 
\ ıh(l—? 7 
\ 
\ ’ h 
« a . 
vi Il Is! 111m 1 so Ist bei positivem & 
———— —— ?’ y ı 
' „an ! Jar i i er Ciıl)l I)>OS1IIVES ] mösolıch Soll # 
X - ie posiliv sein, so mub 
- R i 4 i 
e 7 an® l 
| n , sein. 
\ B n Weil v, (COS ( v immer posiliv bleiben 
\ = y ' ) 
\ . — ae nub, muß auch 
\y e l al h 
EEE © nd " 
sein. Nalürlich ist die Reibung bestrebt, dem 
Walzgut möglichst genau die Geschwindigkeit 
der Walze milzuteilen. Liegt infolgedessen aber 
v, dicht an acosca, ist x also klein, so ist 
True nicht mehr ı ah(x% I) und y wird negativ 
e falls x nicht sehr klein ist). das heißt v»> d. 


Das Walzeut wird in diesem Falle von A 


bis zu irgend einem Punkte © von der Walze 
hereingezogen und vorgedrückt; von C bis B 


Bezusnehmend auf Abb. 1 wird Folgendes 


vorausoeselz! 


I. Das Walzgut hat in genüsender Entfer hemmt die Walze den Fortschritt des Walz- 
nung vor den Walzen über die ganze Dicke P sules. Die Austriltsgeschwindigkeit ist größer 
die gleiche Geschwindigkeit v,.. Wır nelınen ıls a, das Walzgut eilt vor. Zu erwarten ist 
an, das bleibt so bis an dıe Beruhrungs eine Wirkung nach Abb. 3a. 
stelle A. 

’) 


>», Das Walzeult hat in senüsender Entleı 
nung vorbei den Walzen über die ganzı 


. 
Dicke p die gleiche Geschwindigkeit v \Wıı \ mn ’ u 
\ 1 ! ) 1 . —i s IT et 
nehmen an, das ist schon der Fall an deı | If ) | II fı | 
\uslaufstelle D. | If N | I|\ \\ | 
3. Die Zunahme der Breite des Walzgutes | dd a N 
senkrecht auf dı Bildilach“ sei vernach 
lassiebar klein gegenüber der Gesamlbreiıte. 
Dies wird nur zulrellen beim Walzen von Abb. 3. 
Blechen oder breilen Slüben. ls ıst dann 
pv Po, il. Ist» Il, so liegt die Sache anders. 
Solche Verhältnisse sind beim gewöhnlichen 
I) Eine Literaturübersicht gibt z. B. Liß in Walzen freilich ausgeschlossen, es gibt jedoch 


»Stahl und Eisen« vom 8. Juni 1922, S. 896. Fälle. wo ähnliche Wirkungen auftreten kön- 
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(das Mannesmann-Schrägwalzwerk, BIT Quanlilaliv wird die Frage deshalb wohl 
ste Annäherung der Walzgeschwindigkeit an icht rechneris zu lösen sein Qualitativ 
so wie die Reibung sie erzeugt, ergibt jetzt | sie] \O lolsendı feststellen: 
kleines positives y und negalıves x, d.h | 
\ N ' - ) 1 { \ L! (1 Ll Ik ullıereı i 
e Walze zieht eiwa von € bıs DB das Walzgul > 
II i I { { u ' vv 
= I 4 ' id) ( N) | l ( \ r \ 
und die Strecke A—CÜ hemmt das Wa ' rd len Fall 
\ n u Ill [ ıy sel PA /W eh Vel ler 1 
Die Walzgeschwindigkeit bei A ıst »den er culecu ten zwer AIerimen 
N) | ) { | i U | | U biek ( ) isi M 
‚oenen Walzgulte zu klein« '). \ 4 q 
ET 2 ’ It llıeı ci ırafl Il Su | 4 re1 l'cı 
/u erwarten ist eine Wirkung nach Abb. 5b 
Ye Kın \ les Reıbungsterm« al 
ı Gebic nt ılso größeren Einfluß und 
/ m —— 
/ er 
| 
/ 2“ / Ä 
N_] / uf. 
/ 1 
4 / I 
TR | % Y- 
ee | Y L | 
i — \@ 
Walze J/aD % er 
IL Pr” 
Ya en a 
A; mtr # i pe | 
k | 3 
| | 
| ee 
1) a Nenn 
E ei u“ 
/ A, r ” P 





IV. Rechnerisch etwas über die Lase des 


unktes C auszufinden. scheitert an der Un 
icherheil betreffend Zusammenhang zwischen 


alzdruck, Reibung und Formänderung. Be- 


h) 


lingung wird sein, daß im Beharrungszusland 


wobei das Walzgut als Ganzes keine Be 
leunisung erhält) in horizontaler Riıchlun: 
ichgewicht besteht zwischen den Kompo 
:nten der Druck- und HReibungskrälte zwı 
hen A—(C, den analogen Komponenten zwi 
hen C—Db und den, relaliv nur kleinen. Be 
hleunigungskräften zur Erhöhung der G« 
chwindigkeit von v, auf v>. Es wird auf die 


age des Punktes € bei gesebenem A und PB 


oO’o 


und damit auf die Voreilung bei gegı 


sal 
et out 


»eNVerT 


IIohenabnahme) also Einfluß zu erwarten sein 


on vielen Faktoren: Temperatur, welche so- 


vohl die Reibungsverhältnisse wie die spezi 


schen Drücke ändert: Geschwindiskeit, wel 


senannten Größen beeinflußt 
| 
l 


he auch beide 

ıd überdies noch die Beschleunisungsskräfte 
lalerial des Walzgutes. Wenn man sich nicht 
If Blechwalzen beschränkt, hat natürlich auch 


e Querschniltsform erheblichen Einfluß, weil 
seillicehen Drücke auch Reibunsen hervor 


len, welche die Lase des Punktes € mil 
sliimmen. Auch tritt dann an Stelle der ein 
chen Formel pv»s Pv, ein Ausdrucl dei 


| 


e beiden Querschnitte enthält. 


Eben diese Erscheinung tritt auch beim 


Schrägwalzen nach Mannesmann auf vergl. 


bh 


ıbb. 2). Das Walzgut wird etwa zwischen C und 
eezoren,. der Teil A—C der Walze hat eine 
heblieh kleinere Geschwindigkeit in der Walz- 


richtung, die äußeren Schichte werden gehemmt 


ınd das Material von innen aus nach U—B ge- 


4ugen 


beim Wachsen des Reibungskoeffizienten rückt 
C weiter nach A, das Voreilen nimmt zu. 
Is ist ja (vergl. Abb. 4 wenn @ sich auf G 
beziehl 


pP (1 CO: I P 02 pP / 2 F (} cos gQ). 
\Worauls 
2 R TR 
1'9 aco0sg | cos P). 
P P 
p“ 
N) n. beı kleinem ®. €c08S | so 
’) 
ersıbt sıch annähernd 
v2 9 R 
1 p“ 
p 
lechnische Hochschule Delft. 
D. Dresden. 129 


Zur Berechnung der Schubspannungen im 
gebogenen Stab. Bei elementarer Behandlung 
der Frage über die Verteilung der Schubspan- 
nungen im (Juerschnitte eines gebogenen Stabes 
ist es üblich bei gerader Bieeunz und 
symmetrischem Querschnitt ‚von zwei will- 
kürlichen Annahmen auszugehen. Es wird 
die Z-Achse mit der Nullinie, die Y-Achse mit 
der Symmetrie-Achse des Querschnittes und 
gleichzeitig mit der Spur der Kraftebene und 
der Richtung der Schubkraft zusammenfallend 


+ 


vorausgesetzt anvenommen: 


Erstens, dab die in der Richtung der 


Y-Achse gehende Komponente r;, der Schub 
spannung r unabhängig von der Querschnitts 
koordinate z sei. Daraus erhält man den 
folgenden bekannten Ausdruck für rzy: 
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Dabei bedeuten (Abb. 1): 
VY die Schubkraft, 
9 das Trägheitsmoment des Querschnittes 
bezüglich der Nullinie, 
b, die jeweilige Breite des Querschnittes im 
Abstande y von der Nullinie, 


SS, = Iy b, dy 0. (a); 








— 























\bb. 1. 


Zweitens, daß die resultierenden Schub- 
spannungen r auf der Breite Öd, alle nach dem 
Schnittpunkt D der beiden Tangenten mit de: 
Symmetrie-Achse O } gerichtet sind. 

Wir wollen zeigen, dab die beiden Annahmen 
nieht unabhäneie sind sondern daß die zweite 
eine notwendiee Folge der ersten ist. Dabei 
eebrauchen wir die allgemeine Gleichgewichts- 
Gleichung: 

af. ae a ., 8 
0x oy 02 
Wenn wir mit J/ das Biegungsmoment be- 
zeiehnen, so haben wir bekanntlich: 


5 dM M 
| zum t G, = Y 
dx () 
und also: )o ’ 
65: () 
Da aus (2) 
/ N 
-—  — Y f} 
dy 


so ergibt Gleichung (1): 


7; v vS,dı 


ER We | 
oy vi () by? d Y 
Aus Gleichung (3) folgt nun: 
ITı2 V Syab 1 db, 


= 5 = Try 
x Ob, dy by dy 
Daraus erhalten wir durch Integration: 
1 db, 


Tr; ZZ Tı PA T ( (y). ir 
h, d 7 F J 


Die willkürliche Funktion g (y) soll aus der 
Randbedingung ermittelt werden. Wenn wir 
die Entfernungen der Punkte der Umfangs- 
kurve des Querschnittes von der }-Achse mit 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


- und & bezeichnen, so haben wir als Rand- 
bedingung die zwei Gleichungen: 


Trz d: 
| u urn 
vi 


zy /:=H, dy 

und ( Tr d&g 
= — ee 9 

\ Trı ) 0 dy 


indem diese Gleichungen die Bedingung aus- 
drücken, daß am Querschnittsumfangdie Schub- 
spannungen tangential gerichtet sein müssen. 
Die Gl. (4) und (5) ergeben leicht: 
p(y) #, a äı .„ 4% 
} = & _ = Dr 
Try dy dy 
da db, =: + & ist. 
Aus (4) erhalten wir nun: 


£ £ 
Tey d -] £ . d -2 
um — e+b - (2-9) 8). 
byl dy dy 


Die zweite Randbedingung (6) ist damit 
gleichfalls erfüllt. 

Gleichung (8) gilt für jeden Querschnitt, 
dessen Haupträgheits-Achse mit der Y- Achse 
zusammenfällt. Falls die Y-Achse eine Sym- 
metrie-Achse des Querschnittesist, sohaben wir: 


Ir 


h wT: 


| 297 - 
und Gleichung (8) nimmt folgende Form an: 


1 d b,, 
"rz Try pP 
b, dy 
Es ist leicht zu sehen, daß diese Gleichung 
den Inhalt der zweiten der oben genannten 
Annahmen ausdrückt, — was zu beweisen war. — 
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Ueber die Nullstellen der Besselschen 
Funktionen. Aus der Multiplikationsformel 
der Besselschen Funktion habe ich einen 
Satz über ihre Nullstellen hergeleitet, mit 
dessen Hilfe ich z. B. die erste Nullstelle der 
3esselschen Funktion J, (x) ohne sonderliche 
Mühe auf 10 Dezimalen berechnete: 

x = 2,404 825 557 7. 


Um die Nullstellen von Jo (x) und Jınoo (X) 
zu finden, hat Airey ) schon die Multipli- 
kation»sformel benutzt, ging dabei aber un- 
mittelbar von der Formel aus; für die erste 
Nullstelle von Jjono (x) fand er 

z = 1018,62. 
Auf Grund meines Satzes bekam ich den Wert 
x = 1 018,660 87. 

Ks soll hier gezeigt werden, wie man die 

Nullstellen so genau berechnen kann. 


I. Wir können die Multiplikationsformel so 
schreiben: 


m 1 / | P A 


\ u. 2 
Es ai) _— a" > n \ I — A (x) | 


\ ! ‘ 
A—) hi 2 
l at)’ x Im 2) 
a” 
m f ( [27 f- nt m 


I) Airey, Phil. Mag., 1916, 31, p. 525; 1918, p.7. 


(1), 
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wo © zwischen 1 und a liegt. x sei von einer 
Nullstelle der Funktion J„(x) sehr wenig ver- 
schieden. Man setze 


1 ml _a?% (a\% 
(za) ei 2, r ( ) Jarrlz) = 0 
Jr a u () A} 2 (2) 
und suche die Wurzel «a. 
Ich wähle insbesondere m =4, und schreibe 


vra—=(l1+te)t, == dJ, (Bei höheren 
In 1 (26) 


Werten von m würde sich die Rechnung rasch 
außerordentlich komplizieren, ohne einen ent- 
sprechenden Gewinn an Genauigkeit.) Die 
Gl. (2) verwandelt sich dann auf Grund der 
Rekursionsformel 


’ x : n 
vi 1 (x) _- = 4 1 (X) — 2 "2 (a ) 
Fi 


in die folgende: 
\ 2n+1 I N 


(ax)=JI— EX + (er)* ! wi 


ee 3 


1 2n-+1 (n+1) (2n+]1) 


(1 2n+1, man 
l 6 6% 3x“ 
1 4in+7 (n+1) (4n+7)) 
+ od z 78). 
4x 3x 4x 
1 n + 2 (n +1) (n+2 
’ —d- 
8 x“ 40° 2x 


4(n+1) (n+2) 


\ 
\ 
! 





(e 26 ( n + 2 
+ I1+2 din i 
31 et x x? \ 


Durch schrittweise Näherung erhält man aus (3) 


2n+1 „ dn+1)(2n+1 ) 43 
er—=A+ A? + - ir (4). 
2.” \3 


‘ 


‘) Fr 


wobei die Glieder der Ordnung (=-x)* und 
höherer Ordnung vernachlässigt sind. 
Da für eine Nullstelle x von J„(x) der 


.  E (r) 
(Juotient — — 
In - 1 x) 


Jn (1a) 


ist, hier also die Ah- 


leitung von ungefähr = — 1 ist, 


a"”In +1 8%) 
gibt der Wert dieses Ausdrucks für das aus 
(4) berechnete 
acx=xc-+t ex 
zugleich ein Maß dafür, um wie viel die ge- 
naue Nullstelle von «x abweicht. Dabei ist 


In (ar) a j (1—at /x I In+ı (29) 
=/(aXr)+ ( ) (5). 
a" In+ı(r#) 4! 2 (Br rt 
(2n+1) (2n—1) 
u)—}3 Fr 
24 
n+1) (4n+7) pi Dn+l ’ 
— .— A!—+... (6). 
4 23 62 


Anstatt J„(x) kann man auch Y,„(r) und 
(’„(x) in die Formeln (1), (2), 8), (4), (5) und 
(6) einsetzen, wo 


g (x) ehr 
sın »R7r 


Un ()=a In (x) +b En (x) 
a, b sind Konstanten inbezug auf « und n). 


FT cosnn Al) — Ja), 


Nur muß man bedenken, daß der Betrag 


Yn+4(r 0) (1 n2)4 er 
ra) J 
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nicht immer so klein ist wie das entsprechende 
Restglied in (5). 

Um die Nullstelle der Besselschen Funk- 
tion zu finden, muß man also zwei Forde- 
rungen erfüllen: 

1. Das Verhältnis J. (a) /Jaxı (X) = JS muß 
gegen 1 sehr klein sein. 

2. Der Wert / muß zenau berechnet 
werden. 

Wenn die beiden Forderungen erfüllt sind, 
dann gibt die Formel (4) uns die gewünschte 
Nullstelle. 


II. Lord Rayleigh hat die ersten Null- 
stellen von Ju (x) und Jı (x) berechnet Die- 
selbe Methode verwendete Airey für einige 
Werte des Index n zwischen — !/a und 1. Auf 
rascherem Wege führt aber Formel (4) zu ge- 
naueren Resultaten. 


3jeispiele: 1. Wir suchen die erste Null- 
stelle von Jh (x). 


4 \2 1 4 
Mn 1 { 2 1 | 4 
Aa=21-1(22) + (te) ne’ 
al 2\2 (219?3\2 


Man setze r—=2, dann 


Ja 3) 
rn 
Jı (2) 
Mit 2 = 2,4 kommt 
Jo (2,4) = 0,002 507 683 297 2, 
Jı (2,4) = 0,520 185 268 19, 
J —= 0,004 820 7503183, 
E % 
1? — 0,000 004 841 5903, 
2% 
1 1 ’ ° 
(;.: — „) 4? = - 0,000 000 034 097 8, 
6x” 3 
Jı (29) (1 — a9! 
in E (2) 0.000 000 000 025 . 
' f! 2 


(za) << 0,000 000 000 15 
[nach (6 |, 
za = 2.404 825 5577. 
2. Wir suchen die erste Nullstelle von 
J-1, (2). 


3 (212)? 83? (2/2)* 
AUT” VE DE TE 7 
Je) = 3 3 (2/2)? 32 (&12)* 
der 5 215-8 ge 


Ich setze x = 1,86 
JS = 0,006 347 335 , 
nz+il 


8 = 0,000 003 610, 
5) y 


DZ 


wa 2n+D) )a: - 0.000 000 087. 
6 x° 3 
za —= 1,866 350 858. 
(Airey fand 1,8663; in den Funktionentafeln 
von Jahnke-Emde ist der Wert 1,88 ange- 
eben.) 
Stellt man nicht so große Ansprüche an die 
Genauigkeit, so kann man, die vorhandenen 
Tafeln ‚der _Besselschen Funktionen be- 
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nutzend, rasch die Nullstelle so genau be- 
kommen, wie J von den Tafeln gegeben wird. 

Als Beispiel nehme ich die folgenden Werte, 
die sich in den Funktionentafeln von Jahnke 
und Emde finden. 


1. Jı (4) = — 0,06604, 
J3 (4) = 0,3641, JS = -- 0,18138. 
Aus (4) 


ax —= 4 — 0,1814 + 0,0124 + 0,0010 = 3,8320. 


Da 4 nicht sonderlich klein ist, muß die 
Genauigkeit mittels der Fehlerabschätzung (5) 
nachgeprüft werden. So erhält man wenigstens 
auf 3 Dezimalen genau: 


ax = 3,832. 
2. Js (20) = — 0,000 8121, 
Jıs (20) = 0,1452, IS = — 0,005 593. 


Aus (4) 


u + 





20 — 0,005 593 + 0,000 024 = 19,994 43 


III. Im Fall, wo die asymptotischen Ent- 
wiekelungen benutzbar sind (z groß gegen n), 
bestehen die von Macmahon gegebenen For- 
meln für die Nullstellen der Besselschen 
Funktionen. Die asymptotischen Entwick- 
lungen liefern 


2n —1 


P„ 'x) sin (x — 


In +ı (8) 2n+]1 


Pa +ı (a sin @ — 


> 
Tepe up 
n (2 x)? 
| 1 TE . ?\ (8) 
"ng ("-)(" 5 ‚® . 
(. (X) 4 
2x 31(2%)? 
Wenn ieh 
2n — | r 
u — u A (p= ganze Zahl) 
f Jn (x) On (x) 
setze, so wird J = = gegen 
Jn + ] (x) Pn +1 (2) 


i sehr klein sein. 
Z.B. folgt für n=0 aus (8) und (4) 


l 
e=(pr-Nın)+ Tape 
8 (pr — 'un) 
31 | 24197 
3U4Upn - um! 3-8’ pr—Nun® 


Aehnlich wie oben, kann man die Nullstellen 
der Funktion Ö©, (y, a)= cos y Jn (x) + siny Yu (m) 
so schreiben: 
4n’—1 
sip+n?2 — "rn —y} 
In? — 1) (28 n? — 31) 
384 i(p + nn? -\)n—; 13 

Die Abweichung von der Macmahonschen 
Formel beträgt weniger als ein Glied von der 
Größenordnung J!. 


ac=(p + n/’2 — 1 )rı u Ar 


Iv. In der Nähe von z=n werden bei 
sroßem Index und Argument die Funktionen 
asymptotisch dargestellt durch 


Ztschr. f. anzew. 





y _ Math. und Mech, 

| © ’ 
Ja (2) = 2 Ba(k)sin !s(m-+1)n 

3 m=—I) 

I’ (m/3 + Ya) 
Ua) am+1) ° 

u Ba. 
"@=; E (— 1)" Bm (k) sin? Ya (m+ 1) 

Ir m==i) 


I’(m/3 + 1/a) 
(Ya) /almr tt)’ 


dabei istn=x— k gesetzt und 


Bo =1, 
B, = k r 
ee 
B; ie ’ 
6 15 
m. | 
B; =— a — , 
24 24 280 
r6 7k* P 1 
Bi = BR. .— ® — 


720 1440 288 3600 


In +ı (8) a a? p ’ 
=1—- — +k — — (Kad—- KR +k— 1) 1/x 
In (x) Oo Oo 
"x 2? 
> 91 / a 
+ (ka? — 2/3 k? + sk) ak, ERER 
zV «x 
2n—1 
n) + An (x) 08 (2 — u {0 
(7). 
2n+1l 
m) + QAn+ı8) cos @ — Tt) 
Yn +1 (x) a a? PN 9 
> =1+3— +, + (Kad+k?—k+Ns)1/x 
n \X) . 
x | 9 
; a 
+ (dad +; kt -- 1; h) — +...., 
/ x 
"(2 ) 3 
a= ,..V6= 0,918496. 
I'(}/3) 


Es folgt daraus, daß sich in nächster Nähe 
von 2=n (d.h. in einem Abstand von der 
3 


Größenordnung V n) keine Nullstelle findet; 
denn Z ist ungefähr gleich 1. Wir können 
aber durch den folgenden Kettenbruch das 
Verhältnis genauer berechnen: 

Ju (x) n+1 1 


= 2 nee 


Jn +1 (x) x n+2 1 


9" +m Jn+tm+1 (x) 


x JIn + ın (x) 


Suchen wir z.B. die erste Nullstelle von 
J1000 (x), so setzen wir & = 1 018,662). Mittels 
der asymptotischen Formeln läßt sich dann der 


!) Debye, Math. Ann., 1909; Airey, Phil. Mag., 
1917. 

9), Airey setzte »—=1019 in (1) ein und fand 
x = 1018,62. Auf meinem Wege finde ich statt 
dessen 2=1018,66. Daher geheich von = 1018,66 
aus, um den genaueren Wert zu bestimmen, 
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k Jo @) , lie] ' } woraus sich nach den Regeln der Nomogra- 
e\ r > \ c ırap 3 ° r . 
Quotient BT x ee ee phie ohne weiteres die Darstellung nach Abb. 1 
weil der Unterschied 4 zwischen Argument x ergibl. Dieses Verfahren bedingt allerdings 
und Index hier = 0,66 <1 ist; man findet zwei »Ne'ze« und ein überzähliges System. 
Man kann die Gleichung aber auch schreiben 
Jıo1g (1018 - 66) u i 8 
4 —= 0,913 8769, 2z— U) z’+gln 
Jıoıg (1018 - 66) = — h ö R r (2) 
. . O- 9” 
und daraus mit Hilfe des Kettenbruches Ä " ”r 
oOuUer 
Jıooo (1018 +» 66) „9 2 
1( 0 ! | = 0.000 87 i 2 ng () RER zZ + q p (3) 
Jıooı (1018 - 66) 0—-» 7 EEE A. .., 
az = 1018,660 87. das ergibt noch zwei Lösungen mil geraden 
Zürich, 20. Jan. 1924. Y, Ikeda. 393 Linien, die nur noch ein »Netz« enthalten 
Gl. (3) laulel in Form einer Determinante: 
Zur Nomographie der allgemeinen Glei- s”, u 3 
chungen dritten Grades. Es sind verschiedene 0. »,0, 1 
Ver’ahren zur zeichnerischen Auflösung der ä a 
allgemeinen Gleichung dritten Grades bekannt, re x E 
bei denen eine oder mehrere Kurven zu zeich- a 
nen sind (Konorski, Mehmke, d’Ocagne, p u 


ch 
T 
N 
\ N 





87654327 


— N 














Abb. 1 und 2. 


Soreau). Es soll gezeigt werden, daß es ver- Das entsprechende Nomogramm ist in Abb. 2 


schiedene zeichnerische Verfahren gibt, bei ersichllich, es enthält zwei Paar Sysieme, di: 
denen nur gerade Linien zur Anwendung in bekannter Weise gegeneinander um 90) ge- 
kommen. dreht sind, so daß man je vier zusammenge- 
Man kann die Gleichung hörige Werte mit Hilfe eines Fadenkreuzes, 
3tn?+pztg—0 (1) das auf Pauspapier gezeichnel ist, ablesen 
kann, Diese Art der Ablesung ist bequemer 
2 l’orm der Massauschen Determinanle ° als mit zwei parallelen Linien. In beiden 
schreiben: Nomogrammen ist als Beispiel die Gleichung 
2?, 0, 1 23 —--42?-—- z—6=0 mit den Wurzeln 1, —2, 
q 3 gewählt. 
—— , 11 =0, | 2 
n Rostock, den 25. August 1924. 
u en BER HIch. Schenkel. 465 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilunze des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen) 


Dr.-Ing. G. LACMANN, Die Herstellung »Nach wie vor, ja heute vielleicht mehr 
sezeichneler Rechentafeln. Ein Lehr- noch wie früher, macht sich der Mangel 
buch der Nomographie. Mit 68 Abb. im Text cines systematischen Lehrbuchs der Nomo- 
und auf 3 Tafeln. Verlag von Julius Springer, sraphie bemerkbar. Ihm soll durch die vor- 
Berlin 1923. 100 8. liegende Schrift abgeholfen werden, in der 
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eine Uebersicht seseben wird über die ge- 
zeichnelen Rechentaleln, die sich in der Praxis 
am besten dürften und in der 
l,ehre von der 


bewähren 
außerdem die Nomograplhi« 
an mehreren Stellen eine Erweiteruns erfahren 
hat. Diese Sätze aus der Einleitung des zu 
7 S] rechenden durchaus 


den bei Erscheinen des Buches herrschenden 


Werkes entsprachen 
Verhältnissen. Tatsächlich gab es, während in 
[ranzösischer Sprache die grundlegenden Ar- 
beiten von d’Ocagne, das umfangreiche und 
Werk von Soreau vor- 
lagen, in deutscher Sprache außer kurzen Ab- 
schnilten in den dem graphischen Rechnen ge 
widmelen Werken von Runge und Mehmke, 
dem bekannten Büchlein von Luckevy, endlich 
dem umfassenden wertvollen, aber schon um 
1900 abgeschlossenen Arlikel von R. Mehmke 
über numerisches Rechnen in der 
die der malhematischen 


tielsehende neue 


»Eneyklopä 
\Wıssenschaften nur 


selegenlliche 


handellter 


Darstellun:en nomographisch be 
Kinzelpiobleme. Vorliegendes Buch 
erfüilt sein Programm durchaus. In sysltema 
tischer Weise werden die Rechentafeln für zwei 
drei und mehr Veränderliche entwickelt, wobei 
Jedes einzelne Kapitel sowohl die 
Netztafeln oder 
auch die diesen in 


Fluchtlinientafeln 


sovenannten 
Kurvenkreuzungstalfeln wie 
sewissem Sinne dualen 
behandelt. Nalursemäß 
nehmen den breilesten Raum die Beziehungen 
zwischen drei Veränderlichen ein denn die 
\lelhoden bei zwei Veränderlichen sind bekannt 
bei vier und mehr Veränderlichen wird das 
Nomogramm oft schon recht kompliziert. Un- 
ter den dargestellien Verlahren treten 
der Tendenz der 
»Fluchtlinientafeln« besonders in den Vorder 
grund. Auch auf die Anwendung der Nomo- 
\uflindung noch 


, 


wieder 
Kntwieklung semäß die 


unbekannter 
eziehungen wird gelesentlich die 


oO 
k 


sramme zur 
funktionaler B 
Aufmerksamkeit gelenkt. Die schönen und aus- 
führlichen sämtlich dem Ge 


biet der Hydraulik entnommen, was das Ver- 


Beispiele sind 


ständnis bei systematischem Studium erleich- 
tert Heraussreilen eines bestimmten Pro 
blems zumindes icht erschwert. Das Werk 
ist jedensfalls besonders auch durch die 
oeringen Voraussetzungen malhemalischer Vor- 
kenntnisse 2 Selbststudium sehr gul ge- 
eignet, doch wird es auch dem Unterricht 
graphischer Methoden an Universität und Hoch- 
schule zuslatt« ‚ommen. 


H. Pollaczek-Geiringer. 454 


Prof. Dr.-Ing. P. WERKMEISTER, Privat 


dozent an der Techn. Hochschule Stuttgart. 


Das Entwerfen von graphischen 
Rechentafeln Nomogsraphie). Mil 


164 Textabbildunge 
Berlin 1923. 193S. 


. Verlag von Jul. Springer, 
Preis 9.16. veb. 10 Ib. 
Fast gleichzeitig mit dem oben besprochenen 

Buche Arbeit von 

Buch bringst auf ver 

kleinem Raum eine theorelisch 

und praktisch sehr gut brauchbare Einleitung 
in die Nomographie. Es umfaßt gleich dem 

Vorgenannlen die Kurvenkreuzungstafeln und 


. 


erschien die vorliesende 
Werkmeister. Das 


hältnismäßig 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Hluchtlinientafeln für drei und mehr Veränder- 
liche. Die Darstellung ist außerordentlich ele- 
mentar, dabei korrekt und hinlänglich streng. 
Das Werkcehen scheint mehr vom Standpunkt 
des Unterrichts als von dem der Praxis ab- 
gelaßbl; dem entspricht auch die Auswahl der 
Beispiele, die ohne besondere Sachkenntnisse 
zu fordern, meist einfache mathemalische oder 
ganz eiemenlare mechanische oder paysikali- 
sche Zusammenhänge veranschaulichen und be- 
wubßt mehr den Charakter von schematischen 
Skizzen als von ausgeführten 
wendbaren Nomogrammen 


praklisch ver- 
Iragen. 


II. Pollaczek-Geiringer 491 


Ing. B. M. KONORSKI, Die Grundlagen 
der Nomographie. Mit 72 Abbildungen im 
ext. Verlag von Julius Springer, Beritin 1923 
S6 S. 

Noch mehr Lehrbuch und als solches bloß 
Vorbereitung für die Bedürfnisse der Praxis ist 
das vorliegende kleine Buch, das »die Theoric 
unseres Ge 
genslandes entwickelt. Die Darstellung ist klar, 
vielleicht manchmal etwas zu knapp und mil 


und die Kons!ruktionsgrundlagen 


Belonung des theorelischen Gesichts- 


'o- 
punktes, ohne doch in dieser Hinsicht Erschöp 
lemdes zu bieten. So dürfte wohl z. B. de: Prak- 
liker aus der Aufstellung von 34 verschiedenen 
Gleichungs 


slarker 


und dementsprechend Darstellungs 
schemen für Taleln von vier Variabeln wohl 
kaum Nulzen haben, vom Standpunkt der 
Theorie aber würde man erst recht Einheit- 
Immerhin bielet die Arbeit 
eine nicht unwi liommene theoreische Ergän- 
zuns der sorliesenden Li eratur, da es eine 
Art Extrakt und an einigen Stellen Weiter- 
führung der nicht so leicht zugänglichen Re- 
sullale d’Ocagnes darstellt, besonders nach 
deren theoretisch schematischer Seite. 


licheres fordern. 


NH. Pollaczek-Geiringer. 454 


Dr. phil., Dr. med. (h. ce.) HANS PRZIBRAM, 
a. 6. Professor für experimentelle Zoologie an 
der Universität und Leiter der biologischen 
Versuchsanslalt der Akademie der Wissen- 
schaften in Wien. Aufbau mathemati- 
scher Biologie. Abhandlungen zur theo- 
relischen Biologie. Herausgegeben von Prof. 
Dr. Julius Schaxel, Vorstand der Anstalt 
lür experimen'elle Bio!ogie der Universität Jena. 
Berlin 1923, Verlag von Gebrüder Borntraeger. 

Das vorliegende Heft der verdienstlichen 
Sammlung enthält einen programmatischen Auf- 
bau der anzustrebenden malhematischen Bio- 
logie und ist eine Fortsetzung früherer Ar- 
beilen desselben Autors (Form und Formel 
im Tierreich, Leipzig und Wien 1922). 

Das ers.e Kapitel: »Quantitative Systematik« 
dient unter besonderer Bezugnahme auf Me- 
Ihoden von Mac Leod zur Klassifizierung 
und Artbestimmung zur Einleitung. In der 
»Organometrie« (Kap. 2) wird die Anwendung 
der Messungsmelhoden auf Organgrößen behan- 
delt, und. es werden besonders die Arbeiten 
von Houssav und Hesse als tiefer in den 
Zusammenhang von Funktion und Gestalt ein- 
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4 dringend geschildert. Ebenso wird die Theorie auf rein arithmelischer Grundlage beruhend 
£ der Transformalionen von D’Arcy Went- und durch den Prozeß der Idealisierung zu 
i worth Thompson besprochen, der dureh dem physisch Gegebenen in Beziehung gesetzt. 
4 vomelrische Trans’'ormalionen verschiedene Die Leklüre der anresenden Schrift sei Freun- 
Entwicklungssladien eines Organs abzuleiten den erkenntnistheorelischer Betrachtung wärm- 
sucht. stens emplohlen. Bieberbach. 19 
In Biophysik und Biochemie Kap. 3 as ver 
werden messende Anwendungen physikalischer ‚Dr. JOHANNES TROPFKE,\ Direktor der 
und chemischer Me'hoden auf Organismen be- Kirschner-Oberrealschule zu Berlin. (€ 
snrochen. In Allgemeine  Gestaltenlehre schichte der Elemenltarmathematik 
Kap I) wird darauf hingewiesen, dab die in systematischer Darstellung mil besonderer 
1 ristallographie der organischen Geslaltenlehre Berücksichligung der Fachwörler. IV. Band: 
i nur nebengeordnet sei, so daß nicht unmittel l.bene Geometrie. 2358. V. Band: Ebene Tri- 
; bare Anwendungen, sondern nur Analogieen, gonometrie, Sphärik und sphärische Trigono- 
2 allerdings tieflgreilende bestehen. Die beiden melrie. 18555. VI. Band: Analysis, analyli 
lolgenden Kapitel Biomelrik und »exakle sche Geomelrie. 16958. VII. Band: Stereome 
;rblichkeilslehre beschäfligen sich mil be tie, Verzeichnisse. 1288. Zweite verbesserte 
kannten Gebieten. Das folgende Kapitel »Pe und schr vermehrle Aullage. Berlin und Leip 
riodologie« wencdel sich in der Haupisach« zis 1925 und 1924, Walter de Gruyter & Co. 
segen die phanlaslischen Periodo’ogen \FlieBß, Von dem verdienstvo!len Werk liegen jetzt 
Swoboda). und erwähnt Einzelarbeilen über die Bände vor, welche die Schulgeomeltrie und 
periodische Lebensvorgänge. Die beiden Ka die Analysis behandeln. Im Großen und Gan 
pitel »Theorelische Bionomie« und »Biomatlı« zen besläligen auch diese Bände den Eindruck 
malische Praxis“ sind unter Bezusnahme aul den mir schon zwei frühere Bände gemach! 
\uflfassungen W. Rouxs dem Gesamtüberblick halten!). Freilich hat hier der Verfasser von 
owidmet. der Gelegenheit, den Errungenschaften des 19. | 
Eine Schrift wie die vorliegende, wird schon Jahrhunderts in seiner Darstellung die ge- 1 
aus dem Grunde angenehm sein, weil sie eim bührende Rolle zukommen zu lassen, nur spär | 
\lenge wertvoller und zerstreulter Literatur in lichen Gebrauch gemacht. Ich denke da z.B 
den richligen Zusammenhang bringt. Die Krı an die moderne Grundlagenlorschung der (reo | 
tik, die der Verlasser von dem Stlandpunk! melrie, deren ordnende Gesichtspunkte einen i 
des erreichlen Ueberblicks übt, wird immer größeren Einfluß verdient hätten im Vergleich 
Beachtung finden müssen. Einzelheiten hicı zu der liebevollen Behandlung alter und älte 
zu berühren, würde nicht dem Zwecke des ster Aullassungen. Das Zurücktreten der Mo | 
Referats entsprechen. Daß alle, oft sehr sub- derne macht sich beispielsweise bei den Kon- 
jekliv gehaltenen Ausführungen Zustimmung struktionsaulgaben in noch etwas anderer 
finden, ist nicht Tendenz des aul Anregung \Weise gellend. Hier finde ich zwar ein früher | 
des Lesers zielenden ideenreichen Verfassers. seaäubertes Desideralum erfüllt Der Anteil 
Am weilesten scheint sich mir die Krilik der Platos an der graphischen Algebra wird her- 
\Iorganschen Theorien von der Wirklichkeit vorgehoben, aber mil keiner Silbe der Be 
zu entlernen. Ich habe mich selbst auf dem deulung dieses Ansatzes für die moderne Wei | 
gänzlich andern Gebiete der erblichen Blut- terentwicklung Erwähnung getan. Des Ver- 1 
strukturen des Menschen, wie ich in einer lassers Analysis ist eine Analysis ohne Grenz- 
demnächs! erscheinenden Arbeit zeigen werdet), werl, wie er denn auch hier nur mit kümmer 
schließlich davon überzeıgt und sogar un- lichen Worten ins 19. Jahrhundert hinein | 
widerlegliche Beweise dalür gefunden, daß sol- taste. Was soll man vollends davon halten, | 
che Reihen von multiplen Alleomorphen, genau daß die Quadratur der Kurven und auch die 
wie sie Morgan annimmt, durch Mulalion Gaußsche sogenannte mechanische Quadralur 
i entstanden, und dann konstant geworden sind. erörtert wird, also der Elementarmatlhiwmatik | ' 
E Dornstein 49 zugerechnel wird. ohne daß von der scharten | 
l’assung der dem allem zugrunde liegenden Be- | 
.ıf N ın In \ = ın un 2. N a2 jr ! 
E. STUDY, Mathematik und Physik. BR em FoaO Anl, EU. GNOER Kuelrung WERRROR 
Eine erkenninistheoret'sche Untersuchung, Bau DE OR Ben ANIME SIR HEWERPERNG 
Fe = ee und Umarbeilung der Darstellung notwendig, | 
Sammlung Vieweg lagesiragen aus den Ge- 2... 20 
; BR ' er ” e au sei es auch auf Kosten einer elwas weniger 
3 bieien der Naturwissenschalten und der Tech- a f 
A . 2 Br vereinzellen Behandlung der älteren Anfänge. 
j nik, Heit 65, Braunschweig 1925, Verlag Friedr. " ee 
% Vieweg & Sohn A.-G. 318 Bieberbach. 473 
; i In einer weilhin verständlichen Weise setz! HEINRICH W. E. JUNG, o. ö. Professor der 
= hier der Verfasser in gewohnter Klarheit und Mathematik an der Universität IHlalle-Witten \ 
Ä d Schlagferliskeit seine Auffassungen über die berg, Kınf ührung in die Theorie der 
f 2 Beziehungen zwischen Matlvemalik und Physik algebraischen Funktionen einer Ver- 
# auseinander, Das Malhematische denkt er sich änderlicehen. Mit 35 Abb. im Text. Berlin 
; EEE TIERE OO URN und leipzig 1925, Vereinigung wissenschalt- 
3 23 Se BE ee I, 5 wer licher Verleger Walter de Gruyter & Co. WI 
; tistischen zusammenfassenden Betrachtung über die 1. 92468. 
m erblichen Blutstrukturen des Menschen: Klinische 
@ Wochenschrift. 3. Jahrg. Nr. 33. S. 1495 bis 1497. l) Diese Zeitsehrift, Bd. 3, 1923, S. 68, 
| 
Ka 
3 | 
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Der Verfasser gibt in 13 Kapiteln eine klare 
Uebersicht über die Grundzüge der Theoris 
der algebraischen Funklionen. Die zugrunde 
selegle Methode ist wesentlich die von Hen 
sel und Landsberg, die ihre unbeslreit- 
baren Vorzüge besitzt, aber auch ihre Schal 
lenseiten. Sie führt die ganze Theorie auf 
einen sehr übersichtlichen Kalkui zurück, der 
aber den Nachteil hat, daß man es immer mit 
den Symbolen des Kalkuls, den sogenannten 
Divisoren zu lun hat. Bringt auch jeder Satz 
über Divisoren einen Salz über Funktionen 
zum Ausdruck. so .hälte der Verf. sicherlie" 
manchem Leser einen Gelallen gelan. wenn er 
hier und da z.B. beim Riemann-Roch 
schen Satz die Bedeutung für das Ilauptpro 
blem der Theorie, d. i. die Konstruktion von 
algebraischen Funklionen einer gegebenen Rie- 
mannschen Fläche mit gegebenen Nullstellen 
und Polen hervorgehoben hätte. Der Aufbau 
der Theorie ist im Kapitel IX wesentlich voll- 
endet. Es folgen einige schöne Kapitel, in 
denen die Theorie der algebraischen Kurven 
entwicke!t wird. wie sie sich aus der voraus- 
segangenen Theorie der algebraischen Funk- 
lionen ergibt. Zunächst kommt die Theori 
der Kurven in der funktionentheorelischen. 
hernach in der projekliven Ebene. Dann folg! 
ein Kapilel über die geometrischen Eigen 
schaften der Riemannschen Flächen, «ein 
Kapitel, von dem man leider sagen muB, dab 
es nicht auf der Höhe der Zeit steht Was 
hier über Topologie vorgetragen wird, stehl i 
seiner Laxheit in merkwürdigen Gegensatz zu 
der Exaktheit,. welche die Darstellung der 
übrigen Kapitel auszeichnet. Schön hingege: 
ist wieder der kurze Ueberblick über di 
Theorie der Integrale algebraischer Funktio- 
nen, mit welchem das Buch schließt. l.eser, 
welche cin gewisses Maß an funklionentheor« 
tischen Kenntnissen mitbringen, werden dies 
angenehm geschriebene Buch mil Genuß lesen. 
Is erlordert außer den genannten keinerlei 
Vorkenntnisse, da alle anderen Hülfsmiltel eın- 
oehend entwickelt sind. Bieberbach. 412 


Dr. WALTER LIETZMANN, Öberstudien- 
direklor der -Oberrealschule in Göltingen. Me 
Ihodık des mathematischen Unter 
richts. 2. Teil: Didaktik der einzelnen Un- 
terrichtsgebiele. Mit 8 Ta’e!n und 84 Figuren 
im Text. AI -—- 367 8. 2. Aufl. 1923 3. Teil 
Didaktik der angewandten Mathematik. XI 

234 S. 1921. Quelle & Meyer, Leipzig 

Der Gegenstand des Buches ist die Frage, 
wie die traditionell schulmäßisen Dinse am 
besten dem Schüler nahesebracht werden, also 
die mil der Darbietung verknüpften pädago 
sischen Schwierigkeiten. Die wünschenswerten 
Anwendungen, namentlich im physikalischen 
Unterricht, sollen Gelegenheil geben, z.B. auch 
mit Integralrechnung und Diflerentinloleihun 
ven bekannt zu machen. Der Ver’asser hält 
es z. B. für möslich. in der Schule einen P« 
seriff von den Maxwellschen Gleichungeı 
zu geben.  Vernünfligerweise wird davor ge 
warnt, hier wesentlich über die begrıfflich: 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Erfassung hinauszugehen. Als Buch über Di- 
daklik der Mathematik widmet das Werk 
vernünftiger Weise den Fragen des heule so 
viel geforderten Unterrichtes in der Technik 
keine besonderen Ausführungen. Viele einge 
streute Anekdoten und Erinnerungen würzen 
die Dars!ellung in angenehmster Weise. Dahin 
rechne ich auch die Ausführungen des Ver- 
fassers über die Gründe, welche der Diffe- 
rentialrechnung vor der Integralrechnung in 
den Unterricht Eingang verschafft haben. Oder 
sollte der Verfasser nicht selbst gelacht haben, 
als er Bd. II S. 317 niederschrieb 


Bieberbach. 174 


Dr. W.GERLACH, a. o. Professor der Physik 
an der Universität Frankfurt aM. Materie, 
Elektrizität, Energie. Die Entwicklung 
der Atomistik in den letzten zehn Jahren. 
Wissenschaftliche Forschungsberichte. Natur- 
wissenschaftliche Reihe, Band VII. Dresden 
und Leipzig 1923, Verlag von Theodor Stein- 
kopff. 1958. Grundzahl geh. 4M. 

Man kann sich kaum ein leichter und flüs- 
siver wveschriebenes, dabei gründlicheres und 
wissenschaftlicheres Büchlein vorstelien, das 
die Entwicklung der Atomistik in den letzten 
I0O Jahren vor Augen führt, als es das vor- 


liegende ist. \nregungen und ein gutes Fun- 


dament der modernen Ideen möchte der \Ver- 


} |; 


ısser dem Leser geben«, so sagt er im Vor- 
worl, Und das Ist ihn im vollsten Maße 
selungen, Kein Wunder, wenn man so aus 
dem Vollen schöpfen kann, wie Gerlach, 
wohl einer der. vielseiligsten unserer Experi- 
menlatoren, der fast zu jedem Kapitel der 
\ltomistik,. das er in seinem Büchlein be- 
handelt, sei es nun der Stern-Gerlach-Effekt 
Richlungseffekt der Atome im Magnetfeld 
sei es HRöntgenstrahlanalyse, Radiometerwir- 
kungen, Strahlungsmessungen oder anderes, 
selbst schöne Untersuchungen geliefert hat, 
Er führt uns von allgemeinen Fragen der 
\lomislik, über den Begriff der Isotopie, Kern- 
struklurfragen, tomstrahlen usw. durch das 
ganze Gebiet der Spektroskopie, vom Jlang- 
wellisen Ultrarot bis zu den Anregungsbedin- 
sungen des Röntgenspektrums, durch alle Fra- 
sen des Atoin- und Molekülbaus, der Kristall- 
struktur, der Elektronenemission. mit viel Ab- 
bildungen und anschaulichen Tabellen, überall 
mit Berücksichtigung der theoretischen Ge- 
dankengänge, in so klarer und präziser Weise, 
daß man zum Schluß gar nicht begreift. wie 
eine so einleuchtende Darstellung fast aller 
aktuellen Probleme der Bohrschen Theorie 
und anderer aktueller Gebiete, mit guter Lite- 
ralurübersicht verbunden, auf nicht einmal 
200 Seiten Platz finden kann. Wie man hört, 
ist bereits die zweite Auflage des Werkchens 
in Vorbereilung. G. Laski 119 


Dr. Dr.-Ing. HANS LORENZ, o. Prof. an 
der Techn. Hochschule Danzig. Geh. Reg.-Rat. 
,ehrbuch der Technischen Physik. 
/weite neubearbeilete Auflage Erster Band 
lechnische Mechanik slarrer Gebilde. Zweite, 
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vollständig neubearbeilete Auflage der Techn. 
Mechanik starrer Systeme. Erster Teil: Me- 
chanik ebener Gebilde. Mit 295 Textabbildun- 
sen. Verlag von Julius Springer, Berlin 1924. 
VIIT--3908. Preis geb. 18M. 

Der Verfasser läßt seine »Technische Me- 
chanik starrer Systeme«, die frühe. den ersten 
Band seines Lehrbuches der technischen Phy- 
sik bildete, jetzt in gänzlich veränderter Form 
erscheinen. 

Zunächst liegt der 1. Teilband vor, der die 
kinematik und Statik ebener Gebilde und die 
Dvnamik des Massenpunkls und der starren 
ebenen Scheiben behandelt. Den Hauptunter- 
schied in der Anlage des Ganzen bildet di« 
ielzt durchgeführte Abtrennung und Vorweg- 


Nachrichten 87 


nahme aller ebenen Probleme. Die grundsälz- 
liche Behandlung der Aufgaben ist die kon- 
ventionelle Nur in der Wahl der Bezeich- 
nungen hat der Verfasser neue Wege be- 
schritten, die ihn weit von allem Herge- 


brachten entfernen, Beispielsweise wird für 
Geschwindigkeit l.aul [für Beschleunigung 
Anlauf« gesagl, und eine Paragraphenüber- 


schrift lautet »Strahlanlauf und Drehanlauf«, 
was soviel heißen soll wie Zerlesung der Be- 
schleunigung in radiale und tansentiale Kom- 
ponenten. Von diesen Sonderbarkeilen abge- 
sehen, kann das Werk als ein für den Stu- 
dierenden gul lesbares und den Bedürlnissen 
des Ingeni urs wohl angepaß!es Lehrbuch der 
Mechanik empfohlen werden Mises. 456 


NACHRICHTEN 


Ludwig Prandil zum fünfzigsten Geburts- 
tag. Am 4. Februar d. Js. beging L. Prandtl 
in Göllingen seinen fünfzigsten Geburtstag. 
Diesen Tar feiert die deutsche Wissenschaft 
mit Recht als einen Festtag, indem sie sich 
mil Stolz vergegenwärtigt, was sie diesem 
\lanne verdankt, der heute als der erste For- 
scher seines Faches weil über die Grenzen 
unseres Valerlandes anerkannt wird. 

Den ehrenvollen Platz, den die deutsche 
IIvdro- und Aeromechanik heule einnimml, 
hat Prandti ihr errungen. Abgesehen von 
dem dauernden Wert der zahlreichen experi 
menltellen Untersuchungen aus der Göttinger 
Versuchsanstalt, die der Aufklärung physika- 
lischer Vorgänge und der Bestätigung der 
Iheorie ebenso dienen wie den Bedürfnissen 
des praktischen Flugzeugbaues, werden die 


Iheorelischen Errungenschaften. die wir 
Prandtl verdanken — ich nenne nur die 
Grenzschichltbeorie und die Tragflügel- und 
Propellertheorie — immer Marksteine in der 


lÜntwieklung unserer Erkenntnisse auf dem 
Gebie!e der Strömungslehre bedeuten. Kenn- 
) 


zeiehnend für Prandtls sicheren Blick für 
saliıschen Vor- 





das Wesentliche in den physi 
sängen, kennzeichnend für die meisterhaftle 
Sicherheit der begrifflichen Formulierung is! 
es, daß «diese '[heorieen wohl einen sländigen 
\usbau, aber nie eine Abwandlung der grund 
Iegenden Vorstellungen erfahren haben. Ks 
ist auch unzweifelhaft, daß sich ihre Bedeu- 
lung für die Fortentwicklung der Wissen- 
schalt noch lange nicht erschöpft hal So 
bedeulet z. B. die Grenzschichtentlweorie, die 
uns zunächst Einsicht in den wesentlichen 
Charakter der Strömung bei kleiner Reibung 
sebracht hat. vom malthemalischen  Stand- 
punkt betrachtet eine Theorie der Integrat'on 
ltr die Bewegungsgleichungen reibender Flüs- 
sivheilen. und wenn wir von der Mathematik 
als einen der wichligsten Hlortschrilte eine 
Kinsicht in den Charakter der Lösungen sol- 
cher nichllinearen Dilferentialgleichungen er- 
hoffen, so ist die Erwartung nicht unbe- 
sründel, daß diese physikalische Theorie der 
Wegweiser der mathematischen Erkenntnis sein 
wird. 


Den hydro- und aerodynamischen Arbeiten 
Prandtis, «deren sichtbare Erfolge seinen 
Namen außer bei den Fachgsenossen auch in 
l.aienkreisen bekannt vemacht haben, reihen 
sich eine große Zahl von Arbeiten aus allen 
anderen Teilgebieten der Mechanik an. Wir 
bewundern an ihnen die meisterhafte Ver- 
anschaulsehung der physikalischen Vorgänge, 
die eine Einsicht zuweilen fast ohne mathe- 
malische Hillsmillel Tiefer! siehe z. B. das 
Membransgleichnis zur Theorie der Torsion 
aundererseils die HFruchtbarkeit der Ansätze, 
die der weileren Forschung «eine LFülle von 
\nregungen bielel Kine ins Einzelne gehende 
Besprechung ist an dieser “Stelle nicht mög- 
lich, es sei nur erinnert an die schönen Ar- 
beilen über Wärmeabgabe an strömende Gase, 
die durch v. Kärmän und seine Schüler 
lorlseselzt worden sind, sowie über den Bruch- 
voreang (Vorlrag al dem Dresdener Nalur 
lorscherlag) und über Fragen der Plastizität. 
\oiı diesen hal insbesondere die Untersuchung 
über die Hlesliskeil von Schneiden, mil der 
das erste IHlelt der »Zeitlschrift für angew. 
\Malhemalik und Mechanik erölfmel wurde, 
eine rege Forschungstäligkeit wachgerulen, die 
auch in der bevorstehenden Sonder-Tagung 
der »Gesellschalt für angewandte Mathematik 
und Mechanik ihren sichtbaren Ausdruck 
findet. 

Die sroße Zahl von Prandtls Schülern 
wird in diesen Tagen mit besonderem Danke 
einer Lehrtätigkeit gedenken. Sowohl der 
wissenschaflliche Gewinn als die persönlich 
herzliche Form seines Unterrichts haben ılım 
eine wirklich ungewöhnliche Verehrung ge 
wonnen, 

Angesichts dieser Verehrung seiner Schüler 
und aller Fachgenossen erübrigt es sich fasl 
über seine liebenswerlen menschlichen Eigen- 
schalten noch mehr zu sagen, Es würde auch 
nicht in seinem Sinne sein. Wir wissen, dab 
er, der steis seine Person hinter der Sache 
zurücktreten läßt, sich gern den wohlverdien- 
len Huldigungen an «dem festlichen Tage enl- 
ziehen würde, aber sein Werk, das die Spuren 
seiner Persönlichkeit so sichtbar trägt, redel 
am Jlautesien zum Preise des Meisters 
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88 Zusehrift an 


So holfen wir, und wünschen ihm. daß 
die Jugendkraft, die ihm bisher treu geblie- 
ben ist, ihm noch lange Jahre erhalten blei- 
ben möve. zum Segen für die Wissenschaft 
und als ein Glück für ihn und seine Andge- 
hörisen. . Trefftz 106 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Gemäß dem Beschluß der 
Haupiversammlung in Innsbruck findet am 6 
und 7. März in Dresden ein kurze Wwissen- 
schaftliche Tagung stalt. die der Besprechung 
von Fragen der Plastizitätstheorie gewidmel 


ıst. Bisher sind die folgenden Vorträge an- 


OÖ. Föppl-Braunschweig: Versuche zur Wer- 


lung von Baustoffen auf Grund ihrer 
Dämpfungsfähigkeil 
W.Gehler-Dresden: Das räumliche Pro 
blem der Sechnetd leslieketl plastischer 


Stoffe und das Dehnungssgsesetz im un 


1 lı nn . | ME 
elaslıschen |) u iberei 


Ztschr. f. angew. 
Herausgeber Math. und Mech. 


II. Hencky-Delit: Ueber den Spannungs- 
zustand zum ebenen Problem der Plasli- 
zL.ät 

Ih.v. Kärmän-Aachen: Beitrag zur Theo- 
rie des Walzvorgangs. 

R.v. Mises-Berlin: Bemerkungen zur For- 
mulierung des mathematischen Problems 
der Plastizitätstheorie. 

\. Nadai-Göllingen Neue Beiträge zum 
ebenen Problem der Plastizität 

\.Polänvi-Berlin: Verformung fester Kör- 
per vom Standpunkt der Kristallstruktur. 

(1. Sachs-Berlin: Verfeslisunge und Ent- 
fes Iigung. 

\ußerdem: | Prandtl-Götlingen: Mittei- 
lung zum Turbulenzproblem. 

Die Vorträge linden in der Technischen 
Ilochschule in Dresden, gleichzeilig im Rah- 
men des Außeninstituts dieser Hochschule, 
statt. Die örtliche Leitung liegt in Händen 
von Prof, Dr. E. Trefftz, Dresden-A., Nürn- 
berserstr. 31. „01 


ZUSCHRIFT AN DEN HERAUSGEBER 


Mendelsches Vererbungsgesetz. Zu dem 


Bd.9. 1923. S. 302-3953 erschienenen Aulfsa 
von Iron. s. Fu 28. Ueber das Schicksa 
gemischter Populationen nach den Mendel- 
schen Vererbungsgeseizen at zwischen Hr 
Sanitätsrat Dr. Wilhelm Weinberge in Stıut 


voart, dem Verfasser und dem Herausgeber ei 

Briefwechsel stattgelunden, dessen |] 

der folgenden Zuschrilt von Hrn. Tietze zu 
| 


sımmengelfaßt erscheint. Der | 


Durch Hrn. W. Weinbers-Stuttsart er 
alle ich Kenntnis davon, daß er in einer 
ereits 1909 erschienenen Arbeit Ueber Ver- 
erbuı ISVESELZEe beim Menschen«. Zeitschrift für 
nduklive Abstammungs- und Vererbungslehre, 
Bd. I, Heft 4 und 5. Bd. II, Heft #4. im Rah 


men weiterer Untersuchungs das vo mir 
behandelle Problem (und zwar e venlalls unter 
.ınbeziehung vo ultiplem Allelomorphismus 
ı Angriff genommen und auch einen wesent- 
lichen Teil der von mir veröffentlichten Re- 
sultale ausgesprochen hat, insbesondere dies 
daß bei Polyhybridismus erst »nach unend 
ich vielen Generationen d.h. im Grenzwerl 
eine stabile Populationsverte lung erreicht wird, 
Wesen der von Hrn. W« npderg soviel ıicl 
sehe, nicht erwälınten Ausnahme. die dies« 


\ussase für gewisse spezielle Populalionsver 
ılinisse der Ausgangs eneration erleidet. se] 


f Nr. 28 meiner Arbeit verwiesen) Ein Be- 


weis wird von Hrn. Weinbers in «inem 
speziellen Beispiel, nämlich für Dihvbridis 
mus und für eine stark spezialisiert:« 
Ausgangsverteilung erbracht, und zwar 


lurch Aufstelluns der Formel für die Ver- 


_ 


teilung der Gamelten der verschiedenen Ty- 


pen nach einer beliebigen Anzahl von Gene- 
rationen (l.c., Bd. II, S. 2865, Formel (22); diese 
’ormel wird übrisens ohne Beweis mitgeteilt), 
woraus der Grenzzusland der Verteilung für 
lie Gamelen und für die Population abgeleitet 
wird. Daß Hr. Weinberg aber auch im 
ıllsemeinen Fall den Sachverhalt ‘elwa vom 
‚ben erwähnten Sonderfall abgesehen) erkannt 
al, geht aus verschiedenen seiner Bemerkun- 
en hervor (vergl. l.c., Bd. I, S. 443 unten 
ür den Uebergang von einer Generation zur 
nächsten bedient sich Hr. Weinbers einer 
symbolischen zusammenfassenden Formel für 
die Verteilung der gesamten Filialgeneralion 

' Typen, ohne explizite Formeln für di 
Populationszahlen der einzelnen Biolypen, wi 


1 


ich sie angegeben und zur Begründung der 
usgesprochenen Sälze benützt habe. Insofern 


ch (in Nr.25 bis 28 meiner Arbeil für 
ıllgemeinen Polvhybridismus und ganz be- 


e Ausgangsverteilung — einen Beweis 


ber 


liebig 
für das bereits von Hrn. Wein 
sprochene Resullat mitgeleilt habe, dab (unter 
len auch von ihm gemachten Gleichmäßig- 
keits-Vo.aussetzungen über Fortpflanzung usw. 
der einzelnen Typen) die Verteilung der Typen 
einer bestimmten Grenzverteilung zustrebt, 
lürfle meine Arbeit auch nach der des Hrn. 
Weinberge nicht ganz überllüssig erscheinen. 
Erlangen, Mathematisches Seminar der 
Universität, 3. Dezember 1924. 


H. Tietze. 492 
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(Redaktionsschluß 12. Februar 1925.) 
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